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Titolo: Sviluppo di un modello matematico per la valutazione dell’efficienza di elementi 
smorzanti autoregolabili montati su un veicolo pesante 
Sommario. Argomento del presente lavoro è lo sviluppo di un modello matematico che approssimi 
in modo sufficientemente accurato il comportamento dinamico di un veicolo pesante nel piano 
verticale, in relazione alla necessità di valutare il comportamento di particolari elementi smorzanti, 
detti autoregolabili, e di eseguirne il confronto con i risultati ottenuti mediante l’impiego di 
elementi tradizionali a taratura fissa. Dopo una breve descrizione del veicolo e degli elementi sopra 
citati, si procede alla costruzione delle caratteristiche elastiche e smorzanti del sistema sospensivo e 
successivamente alla definizione del modello implementato mediante il software commerciale 
Matlab-Simulink.Infine vengono presentati i risultati ottenuti ed eseguito il confronto tra i due tipi 
di elementi smorzanti montati sul veicolo. 
 
Title: Development of a mathematic model in order to evaluate the efficiency of self-adjustable 
damping elements assembled on an heavy duty vehicle. 
Abstract. The subject of the present work is the development of a mathematic model that can 
approximate in a sufficiently accurated way the dynamic behavior  of an heavy duty vehicle 
concerning its vertical plan in order to evaluate the behavior of its damping elements ( called self-
adjustable ) and to carry out a comparison with the results obtained by employing fixed adjustment 
elements. After a short description of the vehicle and its above mentioned elements we start to 
prepare the elastic and damping features of the suspension system and subsequently to define the 
model implemented by employing the commercial software Matlab-Simulink.  
Finally, the results got are presented and the comparison between the two kind of damping elements 








Nei veicoli mobili  su ruote il collegamento tra la parte rotolante e la parte sospesa del veicolo deve 
essere deformabile elasticamente in direzione pressoché perpendicolare al piano di appoggio, al fine 
di contrastare “dolcemente” il movimento relativo tra le due parti e ripristinare la configurazione 
originaria una volta che le cause perturbatrici siano cessate. Per  rendere elastico tale collegamento 
si utilizzano delle molle, alcune delle quali sono costituite da particolari corpi cavi deformabili, 
contenenti aria in pressione, le cosiddette molle pneumatiche, spesso indicate pure con il termine 
“diapress”. 
     Nel caso specifico in cui le molle pneumatiche siano impiegate per equipaggiare bus o veicoli 
industriali, per ottenere un assetto di marcia del veicolo sostanzialmente invariabile 
indipendentemente dall’entità del carico trasportato, viene previsto un circuito pneumatico 
corredato di valvola livellatrice che provvede a gestire la pressione dell’aria nella molla pneumatica 
in modo tale da compensare i cedimenti elastici corrispondenti ai vari carichi sopportati dalla 
sospensione. 
     Dal momento che le componenti proprie della sospensione non sono in grado, in generale, di 
produrre un adeguato smorzamento naturale delle oscillazioni dinamiche della sospensione intorno 
alla posizione di equilibrio statico, è necessario fare uso di dispositivi ausiliari, gli elementi 
smorzanti, che hanno il compito fondamentale di frenare adeguatamente il moto dell’assale o della 
ruota rispetto al telaio. 
     La frequenza propria delle oscillazioni del sistema sospensivo, che è in genere dell’ordine di 60-
80 oscillazioni al minuto (ossia 1-1.3 Hz), rende indispensabile il ricorso ad ammortizzatori di tipo 
idraulico. 
     Un primo tipo di tali ammortizzatori idraulici, generalmente impiegati, prevede solitamente due 
elementi, un pistone ed un cilindro, che delimitano in combinazione tra loro due camere a volume 
variabile. Le camere sono interconnesse da un condotto, provvisto di valvole a lamella, che 
attraversa il pistone e contengono dell’olio che, durante il moto relativo dei due elementi causato 
dalla oscillazione della sospensione, transita da una camera all’altra, concretizzando così un 
sostanziale sistema di frenatura a liquido. Gli ammortizzatori di questo tipo esplicano condizioni di 
frenatura indipendenti dal carico del veicolo, tanto che si parla di “taratura fissa”1 
dell’ammortizzatore. Pertanto, per rendere più affidabile la sospensione nelle varie condizioni 
dinamiche, gli ammortizzatori vengono opportunamente scelti, o meglio tarati, in modo da poter 
                                                 
1 Si indica con il termine di “taratura” la resistenza, supposta di tipo viscoso, offerta da un ammortizzatore. Talvolta si 
usa pure, come sinonimo, il termine “frenata” , in relazione al fatto che l’ammortizzatore può essere considerato alla 
stregua di un freno per la sospensione. 
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raggiungere il risultato di ottenere la massima stabilità del veicolo quando questo si trova a pieno 
carico, ed in modo da non manifestare una eccessiva capacità smorzante2 quando il veicolo è a 
vuoto, tutto ciò mediante un compromesso che però viene pagato con la perdita di un certo livello di 
comfort della sospensione. 
     Benché tale tipo di ammortizzatori trovi una larghissima utilizzazione pratica, nel caso 
particolare delle sospensioni pneumatiche si rivela fortemente svantaggioso e penalizzante in 
quanto la caratteristica principale di tali tipi di sospensione è proprio il comfort. 
     Sono quindi state ideate soluzioni tese al miglioramento delle caratteristiche citate che, 
nell’ambito considerato dei veicoli pesanti prevedono una sospensione pneumatica in cui 
l’ammortizzatore riesce ad autoproporzionare il lavoro dissipato in funzione della pressione 
esistente nella molla pneumatica, in modo costruttivamente semplice, affidabile e sicuro. Senza 
alcun riferimento ai termini che il lettore può trovare nella letteratura tecnica disponibile, 
chiameremo un tale tipo di ammortizzatore con la dizione di “ammortizzatore autoregolabile”. 
     In sostanza, mentre nelle soluzioni tradizionali si hanno curve caratteristiche cosiddette a frenata 
costante, ovverosia indipendente dall’entità del carico presente sul veicolo in movimento, nelle 
sospensioni provviste di elementi smorzanti autoregolabili si hanno in generale più curve 
caratteristiche, ciascuna corrispondente ad una prefissata condizione di carico statico del veicolo.  
 
                                                 
2 Talvolta si usa, nel comune gergo automobilistico, il termine “duro”, che si contrappone a “morbido” relativamente 
alla capacità smorzante offerta dall’ammortizzatore. 
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Descrizione del veicolo 
 
1.1   Generalità  
 
Il veicolo oggetto del presente studio è di tipo pesante a cinque assi costituito da un trattore e da un 
rimorchio tra loro collegati. La fig.1.1 mostra una vista di un modello simile a quello considerato in 
questo lavoro. Veicoli come questo vengono spesso indicati con il termine di “bilici”, per 
distinguerli da altri tipi di automezzi, sempre industriali, aventi però architettura, pesi e dimensioni 
diversi. L’attenzione sarà volutamente concentrata sul sottosistema sospensivo del veicolo, dal 
momento che quello che più interessa riguarda la valutazione della risposta e del comportamento di 
uno dei componenti fondamentali di qualsiasi sospensione impiegata su mezzi di trasporto, 
l’elemento smorzante o ammortizzatore. 
 
   Figura 1.1: vista frontale del tipo di veicolo considerato nel presente studio, completo di trattore e rimorchio 
 
Si procede di seguito ad una descrizione accurata del sottosistema sospensivo delle due unità 
costituenti il veicolo nel suo assieme. E’ infatti entrando nel merito di “come sono fatte” le 
sospensioni che si riescono ad estrarre informazioni utili per la costruzione delle caratteristiche 
elastiche e smorzanti degli assali, operazione questa che costituisce il primo passo per la definizione 
del modello che si desidera sviluppare.  
     Pur esistendo più modelli di veicoli simili a quello considerato (per quanto concerne architettura, 
pesi e dimensioni), nel seguito verrà fatto riferimento ad un particolare modello di trattore e di 
rimorchio. Su questo veicolo sono state compiute misure per la determinazione di tutti i parametri 
necessari per la definizione delle grandezze di interesse, nonché per la costruzione dei disegni dei 
vari schemi sospensivi. Questo in quanto le case costruttrici si riservano il diritto di mettere a 
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disposizione disegni costruttivi o documenti tecnici1 che siano di interesse per uno studio di 
carattere tecnico-scientifico come il presente.  
1.2 - Trattore 
 
Il trattore considerato è un modello di ultima generazione della casa costruttrice Volvo appartenente 
alla serie identificata  dalla sigla FH 12, tipo 460. La fig.1.2 ne mostra una vista. Si tratta di uno dei 
tanti modelli adatti per essere collegati ad un rimorchio a tre assi avente caratteristiche analoghe al 
rimorchio oggetto di analisi. 
 
                                     Figura 1.2: vista frontale del trattore (modello Volvo 460 FH 12) 
                            
1.2.1  - Sospensione Anteriore 
 
Dal punto di vista cinematico lo schema sospensivo anteriore può senz’altro essere fatto rientrare 
nella categoria delle sospensioni cosiddette ad assale rigido, nelle quali cioè i mozzi delle ruote di 
un assale sono fra loro solidali ed il tutto è collegato alla cassa da un cinematismo spaziale a due 
gradi di libertà. Questi gradi di libertà sono identificati dallo spostamento, prevalentemente in 
direzione verticale, dell’assale relativamente alla cassa e dal rollio della cassa stessa. In questo 
studio, come verrà più avanti precisato, si è interessati esclusivamente al moto del veicolo nel piano 
verticale e su strada rettilinea, pertanto il rollio della cassa non sarà preso in considerazione. Più 
precisamente, la sospensione anteriore del trattore è costituita da un assale rigido di 
interconnessione tra le due ruote, di robuste dimensioni, da due molle a balestra  che fungono da 
elementi elastici primari e da due ammortizzatori  tradizionali  a taratura fissa. Uno schema di 
principio di tale sistema sospensivo, costruito direttamente da chi scrive mediante misure dirette, è 
                                                 
1 Diversi da quelli, poco interessanti dal punto di vista tecnico, reperibili presso concessionari o ricambisti oppure su 
libretti di uso e manutenzione. 
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mostrato in fig.1.3, nel quale sono riportate le quote di ingombro che interessano per la costruzione 
della caratteristica elastica e smorzante dell’assale.  
 




















































































   












































































































Figura 1.3: schema della sospensione anteriore del trattore 
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Occorre precisare che alcune delle quote indicate in fig.1.3 e nelle figure che seguono sono 
ovviamente  suscettibili di variazioni durante il moto del veicolo, dal momento che alcuni degli 
elementi che compongono il sottosistema sospensivo risultano deformabili (si pensi ad esempio alla 
lunghezza dell’ammortizzatore). Le quote indicate sono da intendersi riferite al trattore scollegato 
dal rimorchio e ad un assetto tale da mantenere i longheroni del  trattore allineati con l’orizzontale. 
     Lo schema di fig.1.3 è tipico delle sospensioni anteriori delle unità trattrici dei veicoli pesanti ed 
è costruttivamente molto semplice. La balestra, costituita da due foglie a sezione rettangolare 
sovrapposte nel modo tradizionale, ossia tenute assieme da particolari staffe  che hanno anche il 
compito di assicurare l’aderenza tra le foglie stesse e la corretta pretensione di montaggio, risulta 
collegata alla cassa del trattore in due punti; dal lato cabina, attraverso un vincolo assimilabile ad 
una cerniera cilindrica ad un grado di libertà, che diviene piana se ci si limita all’analisi del moto 
nel solo piano verticale, dal lato rimorchio attraverso l’elemento biscottino (cfr. part.4 in fig.1.3) 
che, come noto permette, durante il moto del veicolo, piccoli allungamenti della molla in senso 
longitudinale che sorgono in seguito alle deformazioni causate soprattutto in presenza di asperità 
stradali accentuate . E’ presente poi un elemento di attacco (cfr. part.2 in fig.1.3), rappresentato in 
modo molto semplificato, attraverso il quale l’assale, in questo caso sterzante, viene collegato 
all’elemento smorzante; si tratta in sostanza di una piccola appendice, ricavata di pezzo con l’assale, 
alla quale viene resa solidale l’estremità inferiore dell’ammortizzatore. Vi è poi una staffa (cfr. part. 
6 in fig.3) che, per mezzo di una piastra di bloccaggio imbullonata (cfr. part.7 in fig.1.3) realizza il 
collegamento tra assale e balestra. L’ammortizzatore è vincolato alle sue estremità, dette anche 
“occhi” (inferiore e superiore), mediante due cerniere cilindriche provviste di elementi elastici in 
gomma, i “silent-block”, che gli consentono piccole rotazioni durante il movimento sotto carico. Più 
precisamente, l’occhio superiore è fissato al telaio del trattore, mentre l’occhio inferiore risulta 
solidale all’assale tramite  l’elemento di attacco 2  in precedenza citato. La sospensione anteriore si 
completa della presenza di una barra antirollio montata trasversalmente e in posizione avanzata 
rispetto all’assale, ossia spostata verso la cabina di pilotaggio, che però non risulta visibile in fig. 
1.3 e che comunque non influenza il moto del veicolo nel piano verticale. 
1.2.2 - Sospensione Posteriore 
 
Anche la sospensione posteriore del trattore rientra nella categoria delle sospensioni ad assale 
rigido. La fig.1.4 ne mostra, in modo semplificato, uno schema di principio e riporta al solito le 
quote significative per i successivi sviluppi. Si tratta di uno schema sospensivo particolarmente 
complesso pur essendo un assale rigido, costituito da elementi di dimensioni e pesi non trascurabili 
vista anche l’entità dei carichi in gioco. 
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                                           Figura 1.2: schema della sospensione posteriore del trattore 
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A differenza dell’assale anteriore, quello posteriore risulta motore, dal momento che esso contiene 
il differenziale e ingloba al suo interno i semiassi per la trasmissione del moto dallo stesso 
differenziale alle ruote. Pur se di asse motore si tratta, essendo il differenziale parte integrante della 
massa non sospesa, si parla di  assale per distinguerlo dal ponte, dizione quest’ultima attribuita ad 
uno schema nel quale il differenziale sia solidale alla cassa del veicolo e quindi facente parte della 
massa sospesa. 
     La sospensione risulta costituita da un braccio di sostegno di generose dimensioni (cfr. part.1 in 
fig.1.4) imbullonato al longherone longitudinale del trattore (detto anche “chassis”), all’estremità 
inferiore del quale è collegato, mediante coppia cilindrica provvista al solito di silent-block, un 
braccio longitudinale di dimensioni più snelle (cfr. part.2 in fig.1.4), reso solidale all’assale del 
trattore. La figura non mostra i dettagli di questi collegamenti, ma soltanto le connessioni tra gli 
elementi principali della sospensione. Il centro della coppia cilindrica di cui sopra, assimilabile al 
solito ad una cerniera piana, costituisce in pratica il centro di rotazione dell’assale, ossia il punto 
materiale attorno al quale l’assale stesso, considerato come un corpo rigido, ruota durante il 
movimento della sospensione. L’assale è collegato in modo complesso e non visibile in figura 
all’elemento 7, in pratica il supporto al quale viene fissato l’occhio inferiore dell’ammortizzatore, e 
alla balestra 3, in modo che assale, elemento 7 e balestra costituiscano un unico corpo rigido. A 
proposito dell’ammortizzatore, l’occhio superiore risulta collegato al telaio del trattore come 
visibile dalla figura. 
     Si noti che la balestra costituisce un elemento di supporto per le molle pneumatiche e inoltre 
appare come una componente strutturale che conferisce solidità all’intero gruppo sospensivo. 
     La balestra è in sostanza costituita da un corpo di forma e sezione complessi, oltre che di 
rilevante massa, alle cui estremità presenta due superfici opportunamente sagomate in modo da 
costituire la naturale base di appoggio per il pistone delle molle pneumatiche. Il pistone è infatti 
collegato alla stessa balestra mediante bulloni .  
     Le molle, aventi diametri tra loro diversi ma uguale altezza in condizioni statiche, risultano poi 
solidali al longherone del trattore attraverso un altro collegamento imbullonato non visibile in 
figura. 
     L’assale viene collegato alla cassa del trattore anche in altri tre punti, attraverso  i due bracci 
visibili nelle immagini di fig.1.5, che formano tra loro un angolo di circa 45 gradi. In sostanza si 
tratta di due bielle a sezione circolare incernierate ad una estremità sulla scatola ponte, sulla 
mezzeria dell’assale, mediante piastra imbullonata, e all’altra estremità in opportuni punti di attacco 
solidali al telaio del trattore, ancora tramite coppie cilindriche. 
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Riassumendo, la sospensione è costituita da un corpo rigido, risultante dall’unione dei particolari 1 , 
2 ,3 ,7, 8 ,che durante il moto del veicolo su asperità stradali ruota attorno al centro della cerniera 








                                                                                       
                               Figura 1.5: vista di alcuni particolari della sospensione posteriore del trattore 
 
La sospensione si completa della barra antirollio, visibile in parte nell’immagine in alto in fig.1.5,  
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1.3 - Rimorchio 
 
Il rimorchio è un modello delle Officine Cardi S.p.a di Verona, specializzata nella costruzione e 
nell’allestimento di veicoli industriali di questo tipo. 
     La fig.1.6 mostra un disegno del solo telaio2 del rimorchio fornito dal costruttore, con le quote di 
maggior interesse. Si tratta di un telaio della lunghezza standardizzata di 13.55 metri e di una massa 















































                 Figura 1.6: disegno del rimorchio oggetto del presente studio ( Officine CARDI S.p.a. ,Verona) 
                                                 
2 Il telaio del rimorchio è un modello costruito dalle Officine Cardi S.p.a. di Verona identificato dalla sigla 793 L36F. 
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Il rimorchio è costituito da tre assi, due dei quali fissi (quelli più vicini al punto di collegamento tra 
rimorchio e trattore) e l’altro autosterzante.  
     La sterzatura del terzo asse è indotta dal moto di rollio della cassa del rimorchio e viene adottata 
soprattutto per favorire le manovre del veicolo alle velocità più basse, intendendo in questo caso 
soprattutto le manovre di parcheggio e la percorrenza di curve a basso raggio che provocherebbero 
una rapida usura dei pneumatici a causa degli elevati strisciamenti; un modo per ridurre, per lo 
meno in parte, l’usura del pneumatico alle bassissime velocità consiste appunto nel rendere l’asse 
sterzante. Pertanto il terzo assale risulta costruttivamente diverso dagli altri due, ma soltanto per 
quello che riguarda la presenza di elementi atti a provocarne la sterzatura, dell’ammortizzatore che 
smorza le oscillazioni dovute al rollio (montato in posizione trasversale, in linea con l’assale) e altri 
ausiliari. Lo schema sospensivo che però più condiziona il moto del rimorchio nel piano verticale è 
identico per tutti e tre gli assi. Come è ovvio l’assale autosterzante risulta di concezione più robusta 
e pertanto la sua massa maggiore. Di questo fatto verrà tenuto debito conto nell’implementazione 
del modello. 
1.3.1 - Sospensioni del rimorchio 
 
Un disegno costruttivo della sospensione del rimorchio è presentato in fig.1.7. Anche questo 
schema rientra tra quelli definiti ad assale rigido. 
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                                                  Figura 1.7: schema della sospensione del rimorchio 
 
Come si può notare osservando la figura, è presente una balestra che funge da sostegno per 
l’elemento elastico primario, la molla pneumatica, montata in posizione arretrata rispetto all’assale. 
La balestra viene pertanto considerata, ai fini dello studio che segue, come un braccio perfettamente 
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rigido e così come precisato nel caso della sospensione posteriore del trattore, il punto nel quale la 
balestra risulta fissata al telaio, costituisce il centro di rotazione dell’assale. Il principio di 
funzionamento di questa sospensione è sostanzialmente identico a quello descritto riguardo alla 
sospensione posteriore del trattore. All’assale vengono resi solidali l’elemento smorzante, tramite la 
piastra di attacco 2 visibile in figura e la balestra, mediante il solito collegamento con piastra e 
staffa di bloccaggio, tipico per questo genere di costruzioni (cfr. part.3 e 9 in fig.1.7). Anche in 
questo caso la balestra presenta una forma abbastanza complessa; allo scopo di ottimizzare gli 
ingombri e poter fa uso di molle presenti in commercio la balestra risulta piegata in modo da 
presentare la superficie di appoggio per il pistone della molla allineata con il centro della ruota; su 
questa superficie il pistone metallico viene al solito fissato attraverso un collegamento imbullonato. 
     L’ammortizzatore è solidale alla cassa del rimorchio mediante l’occhio superiore provvisto di 
elemento in gomma tipo silent-block.  
     Un aspetto costruttivo che contraddistingue questo schema, rispetto agli altri visti, è costituito 
dalla posizione di montaggio inclinata dell’elemento smorzante. Senza entrare nel merito del perché 
di una tale scelta, si fa notare soltanto come ciò sia spesso imputabile alla ricerca di un complesso 




La descrizione del sottosistema sospensivo del veicolo ora effettuata rappresenta il punto di 
partenza per i successivi sviluppi.  
I disegni mostrati nel presente capitolo sono stati volutamente semplificati al massimo per mettere 
in risalto i soli aspetti costruttivi che più interessano per la valutazione dei parametri necessari alla 
definizione del modello. 
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La determinazione delle caratteristiche degli assali rappresenta il nodo centrale di questo lavoro, in 
quanto costituisce il punto di raccordo tra il “come è fatto” il veicolo, limitatamente al sistema 
sospensivo, e il modello matematico che ne descrive il comportamento.  
     Vengono di seguito descritte le linee guida che è necessario seguire per arrivare, partendo dagli 
schemi costruttivi della sospensione, così come presentati nel capitolo precedente, alla 
determinazione delle caratteristiche elastiche e smorzanti delle stesse. 
     Si ritiene utile focalizzare l’attenzione su alcuni aspetti di seguito considerati. 
Nella costruzione di un modello di veicolo a parametri concentrati  quale è quello adottato per lo 
studio che si desidera effettuare, si impone sostanzialmente che i vari corpi che costituiscono il 
veicolo nel suo assieme, vale a dire le masse sospese e quelle non sospese1, supposti tutti 
perfettamente rigidi, siano in equilibrio sotto l’azione delle forze e delle coppie che sorgono durante 
il moto. 
     Dal momento che le masse sospese e quelle non sospese risultano tra loro collegate attraverso 
elementi deformabili (molle e ammortizzatori), e che è proprio attraverso questi elementi che le 
masse anzidette si scambiano le azioni mutue2, risulta indispensabile la conoscenza di particolari 
leggi che mettano in relazione tali azioni con i parametri dai quali queste dipendono, in un modo  
che possa essere implementato senza particolari difficoltà in un modello matematico. Queste azioni 
vengono identificate nelle forze elastiche e smorzanti che i corpi costituenti il veicolo mutuamente 
si scambiano attraverso il sottosistema sospensione e che vengono definiremo “caratteristiche degli 
assali”. 
     Inoltre, in un modello come quello che sarà costruito, è implicitamente sottinteso che tutte le 
forze che la “parte elastica” del veicolo scambia con la strada e le masse sospese, relativamente ad 
un assale considerato,  abbiano la stessa retta di azione. 
     Più precisamente, si suppone che tale retta di azione passi per il generico centro ruota 
considerato, nonché per il centro dell’orma di contatto del generico pneumatico considerato. 
                                                 
1 Si intende per cassa tutto quanto in un veicolo “sta sopra alle sospensioni”. Nel caso di un veicolo come quello 
considerato, fanno parte della cassa il telaio, il motore e i passeggeri. Tutto ciò che può essere considerato solidale alla 
cassa contribuisce a formare la cosiddetta “massa sospesa” del veicolo. Tutto ciò che non fa parte della massa sospesa 
viene definito “massa non sospesa” ( si pensi ad es.al differenziale ed ai semiassi in una sosp.ad assale rigido). 
2 Oltre ad altre componenti che però non vengono prese in considerazione nel passaggio “dal veicolo al modello 
matematico“, si pensi ad esempio ai bracci della sospensione. 
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La posizione di cui sopra presupporrebbe 
che tutti gli elementi elastici e smorzanti 
fossero montati in posizione verticale e 
allineati con i punti sopra citati, cosa 
questa che quasi mai, come risulta 
dall’osservazione degli schemi sospensivi 
presentati, è verificata nella comune 
pratica costruttiva della quasi totalità dei 
veicoli in circolazione. Alla luce di queste 
considerazioni appare ovvio come, 
partendo dal disegno costruttivo della 
sospensione in esame, sia indispensabile 
determinare l’entità della forza che gli 
elementi elastici e smorzanti producono 
nella posizione da questi realmente 
occupata e, successivamente, determinare l’azione equivalente che essi produrrebbero se fossero 
montati in una posizione diversa, nonché in una diversa configurazione, che sia di comodo per la 
costruzione del modello. 
     Quanto ora detto viene chiarito con un esempio, al quale si riferisce la fig.2.1, che mostra in 
modo semplificato una sospensione costituita da un braccio longitudinale rigido fissato alla massa 
sospesa  del veicolo mediante una cerniera avente centro nel punto O, attorno al quale il braccio può 
ruotare . Per uno spostamento angolare θ imposto al braccio della sospensione, la molla vincolata 
nei punti A e P si comprime esercitando una forza di entità pari a  ; se la stessa molla fosse 
montata in modo che il punto P vada a coincidere con il centro ruota CR  e il punto A con il punto 




     Volendo invece che la forza della molla, vincolata tra i punti  e B produca, relativamente 
all’equilibrio della sospensione, gli stessi effetti della molla di partenza, è necessario che i momenti 
delle due forze, valutati ad esempio rispetto al punto O, siano gli stessi. 
CRi
     Imponendo l’uguaglianza di tali momenti si ottiene: 
Fm  (a + b) =  a , da cui si ottiene  =  (1 + b/a)                                                        (1). Fmr Fmr Fm
     Pertanto, la molla  vincolata tra i punti  A e P risulta equivalente ad una molla virtuale che venga 
invece vincolata tra i punti CR  e B, indicata in rosso in fig. 2.1. i
 
               Figura 2.1: forza equivalente al centro ruota 
Fmr  = Fm (1 + b/a) 
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Una volta note le forze elastiche e smorzanti  prodotte da molle e ammortizzatori nella posizione da 
questi effettivamente occupata in seno alla sospensione, non si farà altro che determinare le azioni 
equivalenti a centro ruota, che sono quelle di interesse per il modello di veicolo, mediante equazioni 
del tipo della (1).  
     Un altro aspetto da considerare è spiegato di seguito. 
Spesso la geometria della sospensione è tale che i parametri geometrici tipo quelli che compaiono in 
equazioni come la (1) siano soggetti a variazioni più o meno sensibili durante il moto del veicolo, in 
conseguenza delle asperità stradali che questo si trova a dover superare e quindi all’entità degli 
spostamenti subiti dai vari organi del sistema sospensivo. Queste variazioni si riflettono sulla 
“forma” della caratteristica della sospensione, sia essa elastica o smorzante, e spesso introducono 
delle non linearità geometriche nelle caratteristiche stesse3, delle quali occorre tenere conto se si 
vogliono ottenere dal modello informazioni che più si avvicinino al reale comportamento del 
veicolo.  
     E’ proprio in relazione a questa circostanza che nel presente lavoro si è cercato di valutare questi 
aspetti, ottenendo in alcuni casi anche informazioni notevoli circa la possibilità di poter trascurare 
alcune dipendenze che, a priori, ci si aspettava fossero più accentuate. Quanto ora accennato 
risulterà comunque più chiaro in seguito, ad esempio quando si parlerà della dipendenza della forza 
smorzante dallo spostamento, oltre che dalla velocità. 
2.2 Caratteristica elastica della sospensione 
 
Dopo avere determinato, per tutte le sospensioni del veicolo, l’entità della forza prodotta dalla molla 
nella posizione occupata , si riporta tale forza a centro ruota in funzione del parametro  definito 
nel modo in seguito indicato, ottenendo così la caratteristica elastica della sospensione. 
Si
Si definisce la quantità: 
· = [ (Si Z i0 -Z ni0 ) – (Z i -Zni ) ] , che rappresenta lo spostamento compiuto, in direzione 
verticale, a partire dalla configurazione statica di riferimento, dal centro ruota i-esimo relativamente 
al punto “i“ in cui la normale condotta dal centro ruota stesso incontra la massa sospesa del veicolo; 
e dove: 
·Z i : rappresenta la distanza, misurata dalla superficie stradale, del punto “i” di cui sopra.  
·Zi0 : rappresenta la distanza, misurata dalla superficie stradale, del punto “i”, valutata in 
condizioni statiche, ossia quando il veicolo è fermo nella configurazione di riferimento o procede su 
strada perfettamente piana a velocità di avanzamento costante. 
                                                 
3 Indipendenti da altri tipi di non linearità, come ad esempio quelle relative alle forze  smorzanti. 
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·Zni : rappresenta la distanza, misurata dalla superficie stradale, del centro ruota i-esimo, assunto 
coincidente con il baricentro della massa non sospesa. 
·Z ni0 : rappresenta la distanza, misurata dalla superficie stradale, del centro ruota i-esimo, valutata 
in condizioni statiche. 
· (Zi0 -Z ni0 ): rappresenta la lunghezza che la molla della sospensione dell’assale i-esimo, supposta 
in posizione verticale e allineata con il rispettivo centro ruota, possiede nella configurazione statica 
di riferimento. 
· (Z i -Zni ) : rappresenta l’analogo parametro di cui sopra, valutato però in condizioni di generico 
movimento del veicolo, diverse cioè dalla configurazione statica di riferimento. 
     In base alle precedenti posizioni, risulta evidentemente  > 0 per qualsiasi configurazione nella 
quale la molla presenti una lunghezza minore della propria lunghezza statica, e  < 0 altrimenti; 
nel primo caso la sospensione si comprime, nel secondo caso invece si estende.  
Si
Si





                   Figura 2.2: definizione delle grandezze di interesse per la caratteristica elastica della sospensione  
 
Quella che in precedenza è stata definita lunghezza della molla in condizioni statiche non coincide 
evidentemente con la lunghezza a riposo della stessa molla, in quanto nella configurazione statica di 
riferimento le sospensioni risultano precaricate per effetto dell’azione dei pesi e le molle sono gli 
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unici elementi che equilibrano i carichi statici su esse gravanti. Di conseguenza la lunghezza statica 
risulta minore della lunghezza a riposo. 
2.2.1 Determinazione dei carichi statici agenti sugli elementi elastici 
 
Nel presente lavoro si suppone che il veicolo, indipendentemente dall’entità del carico trasportato, 
assuma, in condizioni di equilibrio statico, una configurazione di riferimento che consenta di fare in 
modo che l’altezza della ralla, ovvero dell’elemento attraverso il quale trattore e rimorchio risultano 
tra loro collegati, misurata dal piano stradale, si mantenga sostanzialmente costante. Si fa inoltre 
l’ipotesi che, sempre in condizioni di equilibrio statico, il pianale del rimorchio sia perfettamente 
parallelo al piano stradale, in questo caso supposto liscio, ossia privo di asperità. Anche i longheroni 
che costituiscono il telaio del trattore vengono assunti paralleli al piano stradale. 
     Si tratta in sostanza di una configurazione di comodo per il calcolo dei carichi statici che le 
molle si trovano a dover equilibrare che permette di semplificare i calcoli da affrontare. Un tale 
assetto risulta comunque indispensabile, anche durante la marcia ordinaria, nel caso di particolari 
trasporti4 e in ogni caso occorre dire come, data la presenza delle sospensioni pneumatiche, sia 
possibile regolare la pressione nelle molle da bordo veicolo, nelle varie condizioni di carico, in 
modo da mantenere circa costante l’altezza da terra del rimorchio. 
     Così ad esempio, se il veicolo presenta l’assetto ora stabilito e aumenta l’entità del carico che 
deve essere trasportato, basterà agire sul circuito pneumatico presente a bordo e aumentare la 
pressione dell’aria all’interno delle molle in modo da compensare l’inevitabile abbassamento che 
rimorchio e trattore tendono a manifestare. Viceversa nel caso che si debba trasportare un carico 
inferiore. 
     Il problema da affrontare è quindi duplice. Si deve innanzitutto stabilire, in un modo che sia il 
più ragionevole possibile , in che misura il peso del rimorchio si ripartisce tra trattore e rimorchio e, 
in secondo luogo, determinare il valore della pressione che l’aria contenuta all’interno delle molle 
pneumatiche deve avere, nelle varie condizioni di carico, per garantire l’equilibrio statico del 
veicolo.  
     Si farà riferimento a tre condizioni di carico del rimorchio, ossia rimorchio completamente 
scarico, a metà carico e a pieno carico. Questa posizione trova giustificazione nel fatto che gli 
ammortizzatori autoregolabili oggetto di questo studio funzionano su tre differenti livelli di 
pressione e questi livelli di pressione corrispondono proprio alle tre condizioni di carico ora 
menzionate. 
                                                 
4 Si pensi ad esempio al trasporto di animali o di merce che necessiti, per motivi vari, di rimanere in posizione 
pressoché immutata, per quanto questa condizione sia difficile da rispettare. 
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L’ammortizzatore autoregolabile varierà la sua risposta o, per essere più precisi, la sua caratteristica 
smorzante, proprio in funzione della pressione dell’aria presente all’interno delle molle 
pneumatiche in condizioni statiche di riferimento.  
     L’elemento smorzante tradizionale invece risulta insensibile alla variazione della pressione 
statica dell’aria presente nelle molle pneumatiche e pertanto risponderà sempre seguendo la stessa 
legge5. 
     Essendo il veicolo in esame, per quello che concerne l’analisi dei carichi su esso agenti, un 
sistema a più iperstatiche,  dal momento che sono presenti cinque assi, e per lo più su vincoli 
cedevoli elasticamente, risulta necessario effettuare delle ipotesi semplificative  che permettano di 
stabilire, in modo sufficientemente approssimato , la misura in cui il peso del rimorchio si ripartisce 
tra gli assali del rimorchio stesso e quelli del trattore. Questa necessità è altresì giustificata 
dall’assenza di norme specifiche a tal riguardo6.  
     E’ stato dunque adottato un modello di calcolo semplice, che viene di seguito descritto. La 
fig.2.3 mostra il modo in cui viene schematizzato il veicolo. 

















        Figura 2.3: schematizzazione del veicolo per la determinazione dei carichi statici sugli elementi elasticin sostanza, si fa l’ipotesi che le due masse sospese siano assimilabili a due travi infinitamente 
igide, appoggiate su vincoli cedevoli elasticamente, che rappresentano le sospensioni elastiche, 
ollegate attraverso un vincolo di tipo cerniera, e caricate dei pesi del trattore e del rimorchio come 
ndicato in figura. 
    L’ipotesi di infinita rigidezza delle travi, evidenziata in figura attribuendo un valore infinito al 
rodotto EJ tra il modulo di Young del materiale che costituisce la struttura portante delle masse 
ospese e il momento di inerzia di una sezione fittizia di riferimento, risulta molto aderente alla 
ealtà, soprattutto in relazione al calcolo che si vuole effettuare. In tal senso, la singola trave 
                                                
 Sulle modalità attraverso le quali l’autoregolabile riesce ad autoproporzionare la sua azione si ritornerà comunque alla 
ine del presente capitolo, allorché si forniranno informazioni di carattere costruttivo. 
 Esistono delle norme emesse dal Ministero dei Trasporti e della Navigazione (cfr. Prot.n.1722/DC-MOT B074) 
he però suggeriscono le modalità che devono essere seguite per la verifica della resistenza dei telai in materia di veicoli 
esanti ma che nulla dicono riguardo alla valutazione della ripartizione dei carichi sulle singole unità costituenti il 
eicolo. 
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rappresenta, in modo schematico, i longheroni che costituiscono la struttura telaistica principale 
della massa sospesa del veicolo; è chiaro che, date le impercettibili deformazioni che tali strutture 
subiscono sotto carico, appaia ragionevole poterle considerare alla stregua di travi aventi rigidezza 
flessionale infinita. 
     Le sospensioni del veicolo vengono invece schematizzate come molle e questa posizione non 
necessita di ulteriori precisazioni, dal momento che di sospensioni elastiche si tratta. Si noti che le 
molle che compaiono in corrispondenza del secondo asse sono due in relazione alla presenza di due 
molle pneumatiche nello schema della sospensione posteriore del trattore. 
     Riguardo ai pesi occorrono alcune considerazioni. Nulla avrebbe vietato di considerare il peso di 
trattore e rimorchio come un carico distribuito, in modo più o meno uniforme, sulla lunghezza delle 
travi che schematizzano il veicolo, piuttosto che come un carico concentrato nel baricentro delle 
due masse sospese, come invece è stato fatto. Si è scelta la seconda strada in quanto, avendo 
considerato due travi di rigidezza infinita, il fatto di considerare un carico concentrato oppure un 
carico distribuito avente la stessa risultante del primo avrebbe portato sostanzialmente agli stessi 
risultati. Come è possibile notare dall’osservazione della figura, si sono considerati i semipesi che 
agiscono sul veicolo poichè, ipotizzando che questo sia perfettamente simmetrico rispetto ad un 
asse longitudinale passante per il baricentro delle due masse sospese, se ne considera una sola metà. 
     Un’ultima osservazione riguarda la schematizzazione del vincolo di collegamento tra trattore e 
rimorchio. A tal proposito sono stati effettuati dei rilievi che hanno permesso di verificare come 
l’approssimazione del vincolo ralla alla stregua di una cerniera ideale trovi una corrispondenza 
pressoché perfetta con la realtà (cfr. capitolo 3). 
     Dal momento che le tre molle pneumatiche presenti sul rimorchio risultano equidistanziate e 
poiché, nella configurazione statica di riferimento, sono caricate con aria nelle stesse condizioni di 
pressione, si ipotizza che il carico presente sul rimorchio si ripartisca in ugual misura sui tre assali, 
proporzionalmente alla rigidezza degli elementi elastici7. 
     Indicando quindi con il simbolo V  la reazione, verticale, scambiata tra rimorchio e trattore, 
si considera lo schema di equilibrio statico del rimorchio mostrato in fig.2.4. 
ralla
                                                 
7 Si potrebbe dimostrare che la rigidezza di una molla pneumatica dipende, tra l’altro, nell’intorno di una certa 
configurazione, dal valore della pressione del gas contenuto al suo interno, dalla superficie di lavoro e dal volume 
occupato dal gas; essendo questi parametri uguali per le molle considerate, in condizioni statiche, è evidente che le 
molle presentano la medesima rigidezza. 
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                                                        Figura 2.4: equilibrio statico del rimorchio  
 
Nella figura precedente si è indicato con il simbolo   il valore della reazione risultante sui tre 
assali del rimorchio. Inoltre si sono introdotte le seguenti grandezze geometriche. 
Fist3
p1 : rappresenta la distanza tra l’asse della cerniera che schematizza la ralla e la retta di azione del 
peso del rimorchio; 
p2 : rappresenta la distanza tra la retta di azione del peso del rimorchio e il centro della ruota 
dell’assale del rimorchio più vicino al trattore; 
p3 : rappresenta la distanza tra il centro della ruota dell’assale di cui sopra e il centro dell’assale di 
mezzo del rimorchio.  
p4 : rappresenta la distanza tra il centro della ruota dell’assale di mezzo del rimorchio e il centro 
della ruota dell’assale del rimorchio più lontano dal trattore. 
     Scrivendo la condizione di equilibrio alla traslazione verticale si ottiene: 
V ralla + =Fist3 Pr / 2 ; 
     Imponendo poi l’equilibrio alla rotazione del rimorchio attorno all’asse trasversale passante per 
il centro della cerniera che schematizza la ralla, si ottiene: 
(Pr / 2 ) p1  = Fist ( p1 + p2 )  + Fist ( p1 + p2 + p3 ) +Fist ( p1 + p2 + p3 + p4 ), dalla quale 
si ricava: 
Fist (3 p1 +3 p2 +3 p3 + p4 ) = (Pr / 2 ) p1 . 
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Dalla precedente relazione è possibile ricavare il rapporto tra il carico risultante sugli assali del 
rimorchio, , e il peso del rimorchio Fist3 Pr / 2 , che vale evidentemente: 
R = (3 p1 ) (3/ p1 +3 p2 +3 p3 + p4 ). 
     Sostituendo nella precedente i valori numerici (cfr. APPENDICE  C), si ottiene per il suddetto 
rapporto: 
R ≈ .  65.0
Cautelativamente si suppone che le molle siano leggermente sovraccaricate e si pone = . 
Pertanto risulta: 
R 68.0
Fist3  = (68.0 Pr / 2 ). Quindi sul singolo assale del rimorchio agisce, in condizioni statiche, 
un carico pari a: 
Fist  = [ (68.0 Pr / 2 )] / . 3
     A questo punto è immediato determinare il valore della reazione sulla ralla, che vale: 
V ralla  = Pr / 2 -  = Fist3 Pr / 2 - (68.0 Pr / 2 ) = (32.0 Pr / 2 ). 
Il precedente risultato indica che il 68 % del peso del rimorchio si scarica effettivamente sugli 
assali del rimorchio stesso, mentre il restante 32 %, passando attraverso la ralla, viene 
assorbito dalle sospensioni del trattore. 















                                                             Figura 2.5: equilibrio statico del trattoreella figura si sono indicati: 
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a1  : rappresenta la distanza tra il centro della ruota dell’assale anteriore e la retta di azione del peso 
del trattore; 
a2  : rappresenta la distanza tra la retta di azione del peso del trattore e l’asse della cerniera che 
schematizza la ralla; 
a3  : rappresenta la distanza tra l’asse della cerniera che schematizza la ralla e il centro della ruota 
dell’assale posteriore; 
F st1 : rappresenta la forza che si scarica sull’assale anteriore del trattore attraverso la molla a 
balestra, supposta applicata a centro ruota; 
F st2 : rappresenta la forza che si scarica sull’assale posteriore del trattore attraverso le due molle 
pneumatiche, ancora ridotta a centro ruota.  
     Scrivendo la condizione di equilibrio alla traslazione verticale del trattore si ottiene: 
F st1  +F st2  = Pt / 2 + V ; ralla
     Imponendo l’equilibrio alla rotazione del trattore attorno all’asse trasversale passante per il 
centro della ruota dell’assale anteriore, si ottiene: 
(Pt / 2 )a  + V (  + )  = 1 ralla a1 a2 F st2 (a  + + ) , dalla quale discende: 1 a2 a3
F st2  = [(Pt / 2 )  + V (  + a ) ] (  +  + a ). Sostituendo al posto di V  
l’espressione in precedenza determinata e sviluppando i calcoli, si ottiene: 
a1 ralla a1 2 / a1 a2 3 ralla
F st2  = [Pt a1  + 32.0 Pr (  + ) ] [ (a  +  + )]. a1 a2 / 2 1 a2 a3
     Infine si ottiene: 
F st1  = Pt / 2 + V - ralla F st2  ; da questa, sviluppando i calcoli, si giunge alla: 
F st1  = [Pt (a  + a ) + 2 3 32.0 Pr a3 ] [2 (a  +  + )]. / 1 a2 a3
     Evidentemente si tratta di determinare il valore diF st1 ,F st2  , F st3 , F st4 , F st5  per le tre 
condizioni di carico del rimorchio specificate, ossia completamente scarico, a metà carico e a pieno 
carico.  
     Allorchè saranno noti i legami geometrico-funzionali che consentono di determinare la forza 
elastica a centro ruota, sarà possibile, note le forzeFist  calcolate come sopra, determinare il valore 
della pressione che l’aria immessa nelle molle pneumatiche deve avere per mantenere il veicolo in 
equilibrio sotto l’azione dei carichi statici. 
Questo aspetto risulterà più chiaro nei successivi sviluppi. 
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2.3 Caratteristica smorzante della sospensione 
2.3.1 Rilievo sperimentale delle caratteristiche 
 
Generalmente i costruttori di elementi smorzanti adibiti all’utilizzo su veicoli forniscono delle curve 
caratteristiche che, in vari modi, riportano la forza smorzante che l’ammortizzatore esercita in 
funzione della velocità con la quale l’occhio inferiore dell’ammortizzatore, generalmente solidale al 
corpo ammortizzatore (cilindro), si muove relativamente all’occhio superiore, solidale allo stelo. 
Dal momento che è stato necessario effettuare queste prove nei laboratori della struttura Sebac Italia 
S.r.l.  presso  la quale è stato effettuato il presente lavoro, su ammortizzatori forniti da ricambisti del 
settore (per quello che riguarda il trattore), si ritiene utile in questa sede esporre, seppur in modo 
sommario, le linee guida che consentono di rilevare, in laboratorio, i grafici su menzionati. La 
caratteristica di cui sopra viene ricavata sperimentalmente in laboratorio facendo uso di una 
particolare macchina di prova come quella visibile in fig.2.6. 

























 a macchina, di tipo ad azionamento oleodinamico, è costituita da una centrale idraulica che 
limenta con olio in pressione il circuito idraulico, un set di accumulatori in mandata e in ritorno 
ell’olio e più servovalvole che comandano  il pistone idraulico (attuatore) che imprime il moto 
ll’ammortizzatore. E’ possibile far muovere il pistone in modo che la velocità della sua estremità 
uperiore, che risulta collegata ad una pinza sulla quale viene serrato l’occhio inferiore 
                Figura 2.6: macchina per la prova degli ammortizzatori (Sebac Italia S.r.l.  Bientina, Pi) 
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dell’ammortizzatore, abbia andamento sinusoidale. L’occhio inferiore è quello collegato al corpo 
dell’ammortizzatore, ossia al cilindro esterno. L’occhio superiore dell’ammortizzatore, solidale allo 
stelo, viene invece serrato ad un’altra pinza collegata alla traversa superiore del banco prova, 
visibile nell’immagine di sinistra in figura. La macchina provvede pure a determinare la frequenza  
con la quale viene sollecitato l’ammortizzatore, legata evidentemente alla velocità relativa tra i due 
occhi. Come si può osservare dalla figura precedente, solidalmente alla pinza superiore della 
macchina vi è una cella di carico deputata alla misura della resistenza offerta dall’ammortizzatore; a 
tal proposito occorre dire che appena si monta un ammortizzatore sul banco prova la cella legge 
solitamente un valore del carico diverso da zero, detto talvolta “tara”. Occorre in tal senso effettuare 
una distinzione. Se l’ammortizzatore non è pressurizzato8, la tara risulta pari al peso della pinza più 
quello dell’ammortizzatore e viene interpretato dalla cella di carico come un carico in estensione. 
Pertanto, prima di iniziare le prove è necessario azzerare la cella in modo da sottrarre il valore della 
tara ad ogni successiva misurazione in quanto, altrimenti, i risultati ottenuti risulterebbero sfalsati. 
Eseguendo questa operazione si crea il cosiddetto “zero relativo di prova”, rispetto al quale 
verranno eseguite tutte le misurazioni. Ovviamente questa operazione di azzeramento non viene 
effettuata dall’operatore, bensì in automatico dalla macchina. Se invece si monta un ammortizzatore 
pressurizzato, la tara sarà pari ad uno sforzo in compressione, in quanto la cella di carico leggerà il 
precarico dell’ammortizzatore dato dal fluido in esso contenuto (meno il peso di pinza e 
ammortizzatore che hanno verso contrario). Anche in questo caso bisogna procedere 
all’azzeramento della cella e alla creazione dello zero relativo, ma l’operazione ora è più complessa 
poiché il precarico è funzione della posizione dello stelo. La traversa superiore del banco può 
scorrere verticalmente su guide circolari tramite l’azione di martinetti idraulici, che consentono la 
regolazione della corsa compiuta dal corpo ammortizzatore. Le guide devono garantire sufficiente 
precisione nel movimento per evitare dannosi disassamenti tra stelo e corpo ammortizzatore. Inoltre 
vi è una unità di elaborazione dei dati rilevati, comprendente un PC sul quale il costruttore ha 
provveduto ad installare uno specifico software che consente di selezionare il tipo di eccitazione 
con cui sollecitare l’ammortizzatore e tutta una serie di parametri sui quali l’operatore può 
intervenire e attraverso cui è possibile poi estrarre informazioni utili all’occorrenza. La curva 
caratteristica dell’ammortizzatore viene rilevata, dopo aver montato l’ammortizzatore sulla 
macchina, impostando un valore della frequenza di sollecitazione. Successivamente 
l’ammortizzatore viene sottoposto ad un ciclo completo di estensione-compressione; si ottiene in tal 
modo un primo grafico, mostrato in fig.2.7, che riporta la forza smorzante in funzione dello 
                                                 
8 Un ammortizzatore si dice pressurizzato se la pressione del fluido all’interno delle camere di lavoro risulta maggiore 
della pressione atmosferica. 
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spostamento subito dallo stelo. Questo grafico varia a seconda dei casi, pur conservando la tipica 
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 27                                     Figura 2.7: caratteristica forza/corsa (Sebac Italia S.r.l.  Bientina, Pi) 
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Cerchiamo di capire meglio come viene ottenuto il grafico della figura precedente. 
Quando il pistone si trova nel punto morto inferiore (PMI) l’ammortizzatore risulta completamente 
esteso e fermo e quindi non oppone alcuna resistenza; siamo in questa situazione nel punto A 
indicato in figura. 
     Man mano che il pistone inizia a salire (cfr. punto B in fig.2.7), l’ammortizzatore viene 
sollecitato in compressione a velocità crescente, e quindi la resistenza offerta aumenta. Quando il 
pistone raggiunge il punto di metà corsa di compressione (MCC), l’ammortizzatore risulta 
compresso alla massima velocità e, in queste condizioni, offre la massima resistenza in 
compressione. In seguito il pistone continua a salire ma a velocità decrescente e quindi la resistenza 
offerta diminuisce (cfr. punto D in fig.2.7). 
     Allorché il pistone giunge nel punto morto superiore (PMS), l’ammortizzatore si ritrova 
compresso e nuovamente fermo, cosicché non oppone alcuna resistenza (cfr. punto E in fig.2.7). 
     In seguito il pistone inizia a scendere (cfr. punto F in fig.2.7) e l’ammortizzatore risulta 
sollecitato in estensione a velocità crescente, cosicché la resistenza che offre aumenta. Quando il 
pistone raggiunge il punto di metà corsa di estensione (MCE), l’ammortizzatore risulta esteso alla 
massima velocità e in tali condizioni la resistenza da esso offerta risulta massima.  
     Successivamente il pistone continua il suo moto di discesa ma a velocità decrescente, pertanto la 
resistenza che l’ammortizzatore offre tende a diminuire. 
     Infine, quando il pistone giunge nel punto morto inferiore (cfr. punto I in fig.2.7), 
l’ammortizzatore si ritrova esteso e fermo e quindi non oppone alcuna resistenza. 
I punti A ed I evidentemente coincidono. 
     Riassumendo, il quadrante inferiore fornisce indicazioni sulla taratura in compressione, mentre 
quello superiore sulla taratura in estensione. 
     A questo punto l’unità di controllo della macchina provvede ad aumentare la frequenza di 
sollecitazione e sottopone l’ammortizzatore ad altri cicli di estensione-compressione completi, 
ognuno dei quali a frequenza crescente. Gli andamenti ottenuti alle varie frequenze vengono plottati 
con colori diversi per renderli più chiaramente visibili. 
     Per ogni valore di frequenza impostato l’unità provvede a determinare il massimo valore di forza 
smorzante fornita dall’ammortizzatore e riporta tale valore in un piano cartesiano assieme al valore 
di velocità in corrispondenza del quale il picco di forza è stato raggiunto. Si ottiene così un grafico 
come quello visibile in fig.2.8. Da qui si comprende la denominazione di “Prova Picco di Forza-
Velocità”, che riporta l’andamento della curva associata al grafico Forza / Corsa in precedenza 
discusso, relativo alla sospensione anteriore del trattore.  
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                         Figura 2.8: caratteristica “Picco di forza-Velocità” (Sebac Italia S.r.l.  Bientina, Pi) 29
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Sulla macchina di prova tutte le curve sono state rilevate impostando dieci diversi valori di 
frequenza di sollecitazione, corrispondenti a dieci livelli sinusoidali di velocità dello stelo, come 
messo in evidenza nelle figure presentate. Questo secondo grafico è quello generalmente utilizzato 
per la definizione della caratteristica smorzante di un ammortizzatore. 
     Convenzionalmente i valori della velocità relativa dell’occhio inferiore rispetto all’occhio 
superiore vengono assunti positivi sia per la compressione che per l’estensione, mentre per quanto 
riguarda la forza si assumono positivi i valori in estensione e negativi quelli in compressione. Si 
noti che le curve nel piano Forza-Velocità non partono mai da zero in quanto è necessario vincere 
l’attrito di primo distacco prima che l’ammortizzatore produca resistenza smorzante. 
2.3.2 Procedura per la determinazione della caratteristica smorzante 
 
Riguardo alla costruzione delle caratteristiche smorzanti, occorrono alcune considerazioni di 
carattere generale, utili per comprendere i ragionamenti in seguito effettuati. 
     A differenza della forza elastica, che risulta dipendente esclusivamente dallo spostamento , la 
forza smorzante dipende non soltanto dalla velocità relativa tra i due occhi dell’ammortizzatore, ma 
per un assegnato valore di tale velocità si ha, in generale, pure una dipendenza della forza 
smorzante dalla posizione occupata, istante per istante, dall’ammortizzatore. In generale occorre 
dunque tenere conto di entrambe queste variabili, posizione e velocità.  
Indicando con: 
·λ : la variazione istantanea di lunghezza subita dall’ammortizzatore, nella posizione che questo 
realmente occupa, valutata come distanza tra i due occhi; 
·λ. : la velocità istantanea dell’occhio inferiore dell’ammortizzatore rispetto all’occhio superiore. E’ 
il parametro in funzione del quale viene espressa la forza smorzante misurata per via sperimentale; 






i ) : la velocità, valutata in direzione verticale, del centro ruota i-esimo rispetto 
alla cassa del veicolo.  
     Sono necessari i seguenti passi per la costruzione della caratteristica smorzante della 
sospensione: 
1) Partendo dalle curve caratteristiche rilevate sperimentalmente, si deve determinare il legame 
esistente tra la velocità λ.  e la velocità  , relativamente allo schema sospensivo preso in esame. Si.
E’ infatti  il parametro in funzione del quale deve essere espressa la forza smorzante in un 
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che fornisce la forza smorzante che l’ammortizzatore esercita, lungo il proprio asse e nella 
posizione che realmente occupa in seno alla sospensione, in funzione della velocità verticale del 
centro ruota9.  
2) Una volta disponibile la caratteristica nella forma determinata al punto 1), occorre valutare 
l’entità della forza smorzante a centro ruota, così come è stato fatto nel caso della forza elastica. Si 
ottiene in questo modo una relazione che fornisce, per un valore assegnato di  , il valore della 
forza che l’ammortizzatore produrrebbe se fosse montato in posizione verticale e allineato con il 
centro ruota considerato. In generale la forza così calcolata risulterà, per un valore assegnato di , 
una funzione non lineare dello spostamento , in quanto l’ammortizzatore varia la sua 






     Quanto ora detto relativamente ai passi 1) e 2) viene riassunto schematicamente in fig.2.9. 
 
     Figura 2.9: riassunto degli step da seguire per la costruzione della caratteristica smorzante della sospensione 
 
La fig.2.10 mostra invece il modo in cui è stato definito il parametroλ . Come già precisato, esso 
rappresenta la variazione istantanea di lunghezza, valutata come distanza tra i due occhi, che 
l’ammortizzatore subisce durante il moto della sospensione. Nel valutare questo parametro si tiene 
evidentemente conto del fatto che, durante il movimento della sospensione, variano sia 
                                                 
9 Si tratta di determinare il legame tra e  tramite la relazione, di tipo differenziale, =(d /d )(d / dt). Questo 
legame viene determinato mediante l’analisi geometrico-cinematica della sospensione, come sarà mostrato nei 
successivi sviluppi. 
.λ .S .λ λ S S
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l’inclinazione subita dall’asse dell’ammortizzatore, sia la posizione dei punti di attacco alla cassa e 
all’assale (cfr. punti A e P in fig.2.10).  
 
                                                             Figura 2.10: definizione del parametro λ 
 
Per poter fare uso di una rappresentazione grafica semplice, e senza perdita di generalità, in figura si 
è volutamente supposto che la posizione del punto A di attacco dell’occhio superiore alla cassa si 
mantenga fissa, in quanto nel condurre il ragionamento è stato ipotizzato di far muovere il centro 
ruota C verso l’alto supponendo di tenere ferma la cassa . Il punto O rappresenta il centro di 
rotazione dell’assale. Le coordinate dei punti A e P vengono espresse rispetto ad un sistema di 
riferimento, indicato in verde in figura, avente origine nella posizione occupata  dal centro della 
ruota C nella configurazione statica; il verso dell’asse x risulta positivo procedendo da sinistra verso 
destra, mentre quello dell’asse z risulta positivo procedendo dal basso verso l’alto. In realtà le 
coordinate  e  variano, come appare evidente dalle relazioni di seguito scritte. xA zA
     Come risulta dall’analisi della fig.2.10, la lunghezza che l’ammortizzatore presenta nella 
configurazione statica di riferimento, quella raffigurata con linea spessa, vale: 
Lin= xPin xAin( ) 2 zAin zPin( ) 2  ; 
La lunghezza che invece l’ammortizzatore presenta nella generica configurazione variata risulta:  
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Lfin= xPfin xAfin( )2 zAfin zPfin( 2)  , dove la posizione assunta dai punti A e P nella 
configurazione variata è stata indicata con il pedice “fin”. 
Il valore di λ cercato vale evidentemente: 
λ =  –Lin Lfin  e risulta come ovvio una funzione del parametro . Si
     La procedura per il calcolo del parametro λ viene implementata mediante il software Matlab. 
Gli sviluppi delle analisi effettuate sono in seguito mostrati in dettaglio per tutti gli schemi 
sospensivi del veicolo. 
2.4 Determinazione delle caratteristiche degli assali 
 
Dopo avere introdotto, nelle sezioni precedenti, le linee guida necessarie per comprendere quanto 
segue, si passa ora all’analisi dettagliata degli schemi sospensivi del veicolo al fine di estrapolare le 
curve caratteristiche che saranno poi implementate nel modello. Verranno di seguito presentati degli 
schemi di calcolo relativi alle varie sospensioni che permettono di determinare le forze elastiche e 
smorzanti ridotte a centro ruota. 
     Negli schemi che saranno mostrati non sono evidenziate tutte le azioni agenti sul sottosistema 
sospensione, ma soltanto le forze esercitate da molla e ammortizzatore, nonché quelle equivalenti a 
centro ruota che si desidera determinare. In altre parole, non si tratta di schemi che dimostrano l’- 
equilibrio della sospensione , ma soltanto di modelli concettuali nei quali viene considerata la 
geometria della sospensione nel piano verticale al fine del calcolo delle grandezze di interesse. 
2.4.1 Sospensione anteriore del trattore 
 
2.4.1.1 Caratteristica elastica 
 
Come precisato nella sezione dedicata alla descrizione del veicolo, l’elemento elastico primario 
della sospensione anteriore del trattore è costituito da una molla a balestra per uso su veicoli 
pesanti. 
     Effettuando dei rilievi sul trattore messo a disposizione di chi scrive si sono ricavati i parametri 
necessari al calcolo della rigidezza della molla. 
     Rifacendosi alla teoria, occorre dire come tutte le molle a balestra siano in realtà da considerare 
come molle di flessione ad uniforme resistenza, equivalenti ad una molla a lama a pianta 
rettangolare (o anche, spesso, trapezoidale) che, per evitare i notevoli ingombri trasversali delle 
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lame stesse, si è pensato di costruire sovrapponendo tante strisce ritagliate in modo opportuno a 
partire dalla lamina originaria. Rimandando ai testi che trattano della Costruzione di Macchine per 
maggiori dettagli, preme in questa sede precisare quanto serve per effettuare il calcolo della 
rigidezza di una molla siffatta. A tal proposito, si rammenta come molle di questo tipo siano 
usualmente assimilabili a travi incastrate e travi semplicemente appoggiate conformate, a seconda 
dei casi, a un quarto, metà o intera ellisse, come mostrato in fig.2.11. Si noti che in tutti i casi 
l’elemento base è una trave incastrata, di lunghezza L e caricata da una forza F. In particolare, la 
molla a forma di semiellisse, che costituisce il modello di calcolo per una molla a balestra, può 
essere considerata alla stregua di due travi incastrate caricate in parallelo da uno stesso carico. In 
tutti i casi la trave presenta lo stesso valore di tensione massima, analoga in tutte le sezioni 




















                                        Figura 2.11: tipologie di molle di flessione ad uniforme resistenzaabbassamento (freccia) che il punto di mezzeria della molla subisce è dato da: 
= (6 F L 3 )  (b h/ 3 E ), dove: 
: larghezza delle foglie che costituiscono la molla (aventi sezione rettangolare); 
: spessore delle foglie; 
: Modulo di Young dell’acciaio che costituisce la molla. 
 rigidezza della molla vale : 
balestra = (2 F ) / δ = (b h 3 E ) (3 ) e, come si può notare, non dipende dal 
mero delle foglie. 
/ L 3
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I valori dei parametri che compaiono nelle equazioni scritte per il calcolo della rigidezza, nonché il 
risultato ottenuto, sono riportati in APPENDICE   C. 
     L’ipotesi che si fa in questa trattazione consiste nel supporre che la rigidezza della balestra 
rimanga costante durante il moto della sospensione; poiché la balestra, nel suo movimento, risulta 
soggetta a flessione e poiché risulterebbe difficile determinare, istante per istante l’entità, nonché la 
forma, della deformazione subita, si preferisce in questa sede trascurare le deformazioni di cui sopra 
e considerare la balestra come una molla di flessione avente rigidezza costante. 
     Pertanto, la forza elastica che la molla produce viene espressa nella forma costitutiva consueta: 
 
Fel1  =Kbalestra   = S1 Kbalestra  [(Z 10 –Zn10 ) – (Z 1 –Zn1 )], dal momento che l’assale anteriore del 
trattore è stato contraddistinto dal pedice 1. 
 
     Si noti che in questo caso la quantità Z 10  rappresenta la distanza, valutata in condizioni statiche, 
tra il centro ruota e il punto in cui la balestra è collegata, tramite cerniera, al telaio del trattore (cfr. 
fig.3 del capitolo 1). Per semplificare l’analisi si assume che tale distanza si mantenga costante. 
Questa ipotesi risulta ragionevole in virtù della modesta flessione subita dalla balestra. 
La sospensione anteriore del trattore presenta dunque una caratteristica elastica lineare. 
     Preme rimarcare come la caratteristica elastica di tutte le sospensioni del veicolo tenga conto del 
fatto che le sospensioni risultano precaricate  nella configurazione statica assunta dal veicolo. Ciò si 
riflette sostanzialmente nel fatto che, per un valore nullo della variabile indipendente , la forza 
elastica a centro ruota assumerà il valore del carico statico agente sull’assale considerato. 
Si
     Noti dunque i valori numerici, riportati in appendice, dei carichi statici presenti sull’assale 
anteriore del trattore nelle tre condizioni di carico del rimorchio considerate, si avranno tre legami 
costitutivi come quelli su visti, i cui andamenti risulteranno semplicemente traslati nel piano di 
rappresentazione, mantenendo inalterata la forma. Questi andamenti vengono presentati nella fig. 
2.12. 
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                                 Figura 2.12: caratteristiche elastiche della sospensione anteriore del trattore 
 
2.4.1.2 Caratteristica smorzante 
 
Entriamo ora nel merito di quanto discusso nella  § 2.3.2 in cui si sono presentate le linee guida 
necessarie a comprendere quanto serve per la definizione della caratteristica smorzante della 
sospensione. 
     Il punto di partenza è costituito dall’avere a disposizione le curve sperimentali nelle coordinate 
Forza-Velocità così come presentate nella fig.2.8, che si riferiva proprio alla sospensione anteriore 
del trattore. 
     Dal momento che in tali curve sperimentali la forza smorzante risulta espressa in funzione della 
velocità relativa tra i due occhi dell’ammortizzatore, indicata comeλ. ,  occorre esprimere la forza 
in funzione di quella che in precedenza è stata definita velocità relativa in direzione verticale del 
centro ruota rispetto alla cassa, ovvero in funzione del parametro . Pur essendo entrambi i 
parametri menzionati delle velocità, essi risultano evidentemente avere differente significato, in 
relazione al fatto che l’ammortizzatore non risulta montato, in seno alla sospensione, in asse con il 
centro ruota, ossia in posizione perfettamente verticale. Se invece così fosse, i due parametri 




     Consideriamo il legame, di tipo differenziale, che intercorre tra le due quantità considerate: 
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λ. =(d λ / d S )( ) =(d S / d t d λ / d S ) , che nel caso dell’assale anteriore 




.λ  = (d λ1 / d S1  )  1.S
Evidentemente occorre valutare il termine (d λ1 / d S1 ). 















 Figura 2.13: schema per la determinazione della caratteristica smorzante della sospensione anteriore del  
                  trattore  figura mostra uno schema concettuale della sospensione anteriore del trattore utilizzato per il 
lcolo della forza smorzante a centro ruota nota la forza che l’ammortizzatore produce nella 
sizione occupata in seno alla sospensione. 
  La figura è stata volutamente presentata ora perché in riferimento a tale figura è stato scritto un 
ogramma in linguaggio Matlab (“Matlab Function”) (il cui listato, insieme a quelli relativi alle 
tre sospensioni, viene riportato in APPENDICE B), che consente di determinare tutte le grandezze 
 interesse, tra le quali anche il termine (d λ / d S ). 
  Nella figura il punto O rappresenta il centro di rotazione della sospensione anteriore nell’ipotesi 
e il punto nel quale l’occhio inferiore dell’ammortizzatore risulta collegato all’assale (punto I in 
ura) si muova descrivendo una traiettoria circolare lungo la circonferenza di centro O e raggio 
to dal segmento che unisce i punti O e I_0.  Questa ipotesi è giustificata soltanto nel caso in cui lo 
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spostamento imposto al centro ruota risulti di modesta entità in modo da poter supporre che la 
flessione relativamente modesta subita dalle foglie della balestra sia tale da far sì che il punto I 
mantenga inalterata la propria distanza dal punto O. Si ritiene in questo caso accettabile questa 
posizione in virtù del modesto spostamento verticale imposto al centro ruota; in caso contrario tale 
ipotesi dovrebbe essere rimossa. Il punto I_0 rappresenta la posizione del punto di attacco 
dell’ammortizzatore all’assale nella configurazione statica assunta come riferimento. 
     Il punto indicato in figura come C_0 rappresenta invece la posizione assunta dal centro della 
ruota dell’assale ancora nella configurazione statica. Nell’ipotesi che la spezzata OIC mantenga 
immutate forma e dimensioni,  pure il punto C descrive una traiettoria circolare lungo la 
circonferenza avente centro in O e raggio pari alla lunghezza del segmento OC. Nel punto C_0 è 
stata posizionata l’origine del sistema di riferimento cartesiano, indicato in figura in verde, rispetto 
al quale vengono espresse le coordinate dei punti di interesse. Tale sistema di riferimento è stato 
scelto in modo che l’asse orizzontale x abbia verso positivo procedendo da sinistra verso destra e 
l’asse verticale z abbia verso positivo procedendo dal basso verso l’alto. Pertanto le coordinate dei 
punti indicate tra parentesi in figura sono da intendersi espresse rispetto a tale sistema di 
riferimento. Le dimensioni indicate sono espresse in metri. 
     Il segmento che unisce i punti C ed I materializza in sostanza la porzione di corpo rigido 
costituito da una parte dell’assale. Il punto S invece costituisce il punto di attacco dell’occhio 
superiore dell’ammortizzatore alla cassa del veicolo. Sia il punto O che il punto S sono stati 
schematizzati in figura con delle cerniere fisse in quanto, nel condurre il ragionamento si è 
ipotizzato di muovere il centro della ruota immaginando di tenere ferma la cassa del trattore. Questa 
convenzione sarà rispettata pure per le altre sospensioni del veicolo. 
     Nella figura la configurazione statica di riferimento è stata indicata con linea di colore nero, 
mentre con la linea azzurra è stata indicata una generica configurazione assunta dalla sospensione 
così come ora descritta immaginando di imprimere uno spostamento al centro ruota che tenda ad 
avvicinarlo alla cassa (configurazione variata). 
     Le linee di colore giallo rappresentano invece linee di riferimento necessarie per la definizione di 
alcuni angoli caratteristici utili per calcolare determinate grandezze. 
In particolare: 
ρ : rappresenta l’angolo che il segmento che unisce i punti C ed I forma con l’orizzontale passante 
per C. La direzione individuata dal segmento che unisce i punti C ed I è stata poi riportata nella 
posizione occupata da C in seguito allo spostamento del centro della ruota in modo da poter di 
nuovo definire l’angolo, come utile per i calcoli di seguito mostrati. 
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γ : rappresenta l’angolo di cui risulta ruotato, nel piano verticale, il segmento che unisce i punti O 
ed I,  rispetto alla configurazione di riferimento. 
Rappresenta inoltre l’angolo di cui risulta ruotato, nel piano verticale, del segmento che unisce i 
punti C ed I, rispetto alla configurazione di riferimento. 
Infine rappresenta l’angolo di cui risulta ruotato, nel piano verticale, del segmento che unisce i punti 
O e C, rispetto alla configurazione di riferimento. 
θ : rappresenta l’angolo di cui ruota l’asse dell’ammortizzatore durante il movimento della 
sospensione. Data la geometria della sospensione, tale rotazione risulta pressoché trascurabile, come 
mostrato dai risultati forniti  dal programma Matlab scritto, ma come visibile anche dal disegno di 
figura, realizzato in scala. 
α_0 : rappresenta l’angolo formato tra il raggio di curvatura della traiettoria di I e l’orizzontale 
passante per O,  nella configurazione di riferimento. 
σ_0 : rappresenta l’angolo formato tra il raggio di curvatura della traiettoria di C e l’orizzontale 
passante per O, nella configurazione di riferimento. 
α  : rappresenta l’angolo formato tra il raggio di curvatura della traiettoria di I e l’orizzontale 
passante per O, nella configurazione variata. 
σ  : rappresenta l’angolo formato tra il raggio di curvatura della traiettoria di C e l’orizzontale 
passante per O, nella configurazione variata. 
Tutti gli angoli definiti sono considerati in valore assoluto. 
     Si noti che tutti gli angoli definiti, fatta eccezione per α_0  e σ_0 , risultano variabili durante il 
moto della sospensione in funzione del parametro , dal quale dipendono le coordinate dei punti 
di interesse, come verrà mostrato negli sviluppi successivi. 
S1
     Il programma Matlab implementa tramite istruzioni successive una serie di calcoli che 
consentono principalmente di valutare, per uno spostamento imposto al centro della ruota in 
direzione verticale, variabile a step di ampiezza pari a 2 mm ciascuno, e pari a 50 mm complessivi, 
la posizione assunta dai punti C ed I durante il moto della sospensione nel piano verticale. 
     Il valore massimo dello spostamento imposto al centro della ruota in direzione verticale di 50 
mm è stato suggerito dai tecnici delle Officine CARDI  S.p.a. di Verona. 
     Vengono di seguito descritti tutti i calcoli implementati dal programma Matlab scritto. 
La posizione, nel piano verticale, del centro della ruota C è determinata dalla conoscenza delle 
coordinate  e xC zC . 
     La coordinata   risulta semplicemente esprimibile come: zC
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zC = zC0 + , dove il valore  di viene incrementato da zero al valore massimo di 50 mm e dove 
evidentemente risulta, data la posizione dell’origine del sistema di riferimento adottato, = 0. 
S1 S1
zC0
     La coordinata  viene invece determinata imponendo che il punto C si muova sulla traiettoria 
circolare descritta, nel piano del moto, dalla circonferenza di centro in O e raggio pari alla 
lunghezza del segmento OC. 
xC
     A tal proposito si ricorda che l’equazione di una circonferenza di centro avente coordinate 
( , ) e  raggio risulta: xcentro zcentro r
( + )  +  ( +x xcentro 2 z zcentro )  = r , che può essere scritta anche: 2 2
x 2 +   +  + z 2 2 x xcentro 2 z zcentro  + (  + xcentro 2 zcentro 2  – ) =0 . r 2
     Dalla precedente equazione si ricava l’espressione della coordinata  in funzione della 
coordinata  dello stesso punto, : 
xC
z zC
xC ={-2  + [  – 4 ( + + + –r )] }/2 . xcentro 4 xcentro 2 zC 2 2 zC zcentro xcentro 2 zcentro 2 2 5.0
     Si noti che anche il valore assunto dalla coordinata  risulta ovviamente funzione del 
parametro , in quanto  dipende proprio da  . 
xC
S1 zC S1
     Per determinare la posizione del punto I occorre scrivere delle relazioni tra gli angoli in 
precedenza definiti. In particolare valgono le seguenti relazioni. 
γ = (σ_0 – σ) 
α = (α_0 – γ ) = (α_0 –σ_0 + σ). 
     A questo punto risulta possibile esprimere le coordinate del punto I in funzione di quelle di C 
attraverso le seguenti relazioni: 
xI  = – xC CI cos ( ρ – γ ) 
zI  = +zC CI sin ( ρ – γ ).  
     La lunghezza assunta dall’ammortizzatore nella configurazione statica risulta ( cfr. la fig.2.12, 
dove ora A = S e Pfin = I ): 
Lin = xI_in xS_in( )2 zS_in zI_in( )2  
La lunghezza dell’ammortizzatore nella configurazione variata vale invece: 
Lfin = xI_fin xS_fin( )2 zS_fin zI_fin( )2  
Pertanto la variazione di lunghezza subita risulta: 
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λ = –Lin Lfin , che ovviamente risulta funzione di . S1
















                                                      Figura 2.14: andamento di λ1 in funzione di S1 
Come si può osservare, l’andamento risulta pressoché lineare. 
Questo fatto implica una conseguenza molto importante. Il termine (d λ1 / d S1 ) risulta pari 
ad una costante. 
Ciò significa che moltiplicando il vettore dei valori sperimentali 1
.λ  della velocità  per la costante 
(d λ1 / d S1 ) si risale immediatamente al vettore .  1.S
Essendo 1
.λ  un vettore riga di undici elementi, del tipo: 
1
.λ  = [0  , ….,v ], avendo ora indicato con la lettera i valori della velocità rilevati 
sperimentalmente. 
v1 v2 10 v
Indicato con il simbolo K_1Θ il valore costante assunto dal termine (d λ1 / d S1 ),  risulta: 
1
.
S  = (1 / K_1Θ) 1
.λ , avente evidentemente le stesse dimensioni del vettore 1.λ . 
Noto il vettore dei valori sperimentali della forza smorzante prodotta dall’ammortizzatoreFsm1 , 
nella forma: 
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Fsm1  = [  0 F1   F 2 , …. F11 ] , 
per passare dalla rappresentazione grafica di Fsm1 ( 1
.λ ) al grafico della Fsm1 ( ) è sufficiente 






S Fsm1 ), dal momento che il vettoreFsm1  è lo stesso per entrambe le rappresentazioni. 
Il risultato ottenuto vale sia in estensione che in compressione. 
     I diagrammi che esprimono la forza smorzante in funzione dei due parametri su visti risultano 
differire quindi esclusivamente per un fattore di scala relativamente all’asse delle ascisse, come 
mostrato dal confronto delle fig. 2.15 e 2.16.  
 
        
     Figura 2.15: caratteristica sperimentale dell’ammortizzatore montato sulla sospensione anteriore del trattore 
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              Figura 2.16: forza smorzante in funzione della velocità del centro ruota in direzione verticale 
 
Il grafico mostrato in fig.2.16 evidenzia l’andamento della forza prodotta dall’ammortizzatore 
relativamente alla posizione da esso occupata in seno alla sospensione. 
     Per conoscere il valore della forza equivalente a centro ruota occorre evidentemente impostare 
un ragionamento analogo a quello descritto nella sezione introduttiva e illustrato in fig.2.1. 
     In riferimento alla fig.2.13, si immagina di imprimere al centro ruota uno spostamento verticale 
verso l’alto che tenda ad avvicinare la ruota alla cassa del trattore, supposta ferma, e si indicano sia 
la forza che l’ammortizzatore esercita nella posizione da esso occupata e quella, applicata a centro 
ruota, che produrrebbe se fosse montato in asse con lo stesso centro ruota, in posizione 
perfettamente verticale. 
     Il fatto che l’angolo θ di cui si inclina l’asse dell’ammortizzatore durante il movimento della 
sospensione risulti trascurabile, come in precedenza sottolineato, permette di trascurare pure la 
componente della forza smorzante che, in caso contrario, nascerebbe in direzione orizzontale. In 
sostanza, vista la geometria della sospensione, si può supporre che, nell’ambito dello spostamento 
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verticale imposto al centro ruota, l’ammortizzatore si comprima  o si estenda mantenendosi 
costantemente in posizione perfettamente verticale.  
     Pertanto, imponendo che il momento, calcolato rispetto al centro di rotazione dell’assale, della 
forza che l’ammortizzatore esercita, eguagli il momento dato rispetto allo stesso punto, dalla forza a 
centro ruota incognita, si ottiene: 
F OC cos σ  = Fsm OI  cos α , dalla quale discende l’espressione della forza smorzante ridotta 
a centro ruota cercata, che vale: 
F =[(OI /OC )Fsm cosα]/cos σ                                                                                                  (1). 
Indicando con A1  il termine [(OI /OC ) cos α /cos σ] , risulta evidentemente A1 = A1  ( ). S1
Per un valore assegnato di , è possibile determinare l’andamento della forza ridotta a centro 











                                             Figura 2.17: andamento del parametro A1 in funzione di S1 l grafico mostrato nella figura precedente mostra come il parametroA1  risulti praticamente 
ostante al variare di . Per convincersene, a prescindere dell’andamento di detto parametro, S1
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basta osservare i valori riportati sull’asse delle ordinate, che subiscono una variazione trascurabile. 
Infatti, a fronte dei 50 mm di spostamento verticale imposto al centro della ruota, il termine A1  
subisce una variazione pari a circa 0.0016 punti.  
     E’ questo un secondo risultato importante, che permette di giungere alla seguente conclusione. 
La forza smorzante ridotta a centro ruota dipende soltanto dal parametro 1
.
S  e, per un 
assegnato valore di 1
.
S  non varia con lo spostamentoS1 . 
     Ciò comporta una semplificazione soprattutto nella costruzione dello schema Simulink del 
modello di veicolo. Se infatti la circostanza ora mostrata non fosse verificata, sarebbe necessario, 
noto il valore della forza per un assegnato valore di , implementare pure il legame tra forza e 





Indicando allora con K_1Ξ il valore numerico costante assunto da A1 , risulterà: 
F = K_1Ξ  Fsm1  ( ) . 1
.
S
Pertanto, la forza ridotta a centro ruota in funzione di  può essere agevolmente calcolata 





.λ ) alla  
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                             Figura 2.18: caratteristica smorzante della sospensione anteriore del trattore 
ome è possibile osservare confrontando la fig.2.20 con la fig.2.18, la forza smorzante a centro 
uota risulta ridotta di un fattore pari proprio al valore di K_1Ξ  rispetto alla forza che 
’ammortizzatore esercita relativamente alla posizione occupata in seno alla sospensione. 
    Al termine di questa trattazione dovrebbero risultare più chiare le linee guida precedentemente 
piegate, anche attraverso la fig.2.9, necessarie per giungere alla definizione della caratteristica 
morzante della sospensione. 
    Si noti che la forma delle funzioni che esprimono la forza smorzante in funzione della velocità 
erticale del centro ruota che verranno implementate nel modello Simulink non coincide con quella 
ostrata in fig.2.18. Infatti, in base ai versi scelti per il sistema di riferimento utilizzato per la 
eterminazione delle caratteristiche smorzanti (ma anche di quelle elastiche), la velocità   risulta 
ositiva allorché il centro ruota si avvicina alla cassa e negativa altrimenti. Pertanto la curva di 
stensione dovrà essere rappresentata in modo che velocità e forza risultino negative. Questo 
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2.4.2  Sospensione posteriore del trattore 
 
2.4.2.1 Caratteristica elastica 
 
Per la determinazione della caratteristica elastica della sospensione posteriore del trattore si fa 
riferimento allo schema concettuale di fig.2.19. 
 
 
   Figura 2.19: schema per la determinazione della caratteristica elastica della sospensione posteriore del trattore 
 
Il punto O rappresenta il punto di attacco del braccio inferiore della sospensione al braccio di 
sostegno, attraverso il quale è collegato mediante un vincolo di tipo cerniera. 
     Il punto C identifica il centro della ruota e in tale punto è posizionato il sistema di riferimento, 
rispetto al quale vengono espresse le coordinate dei vari punti. 
     Nel condurre il ragionamento che segue si suppone al solito di imprimere uno spostamento 
verticale al centro della ruota in modo da far sì che questo si avvicini alla cassa del trattore, 
supposta ferma. 
     In nero è rappresentata la configurazione statica della sospensione assunta come riferimento 
mentre in azzurro quella variata. 
     Il segmento che unisce i punti O e C non materializza alcun elemento della sospensione; poiché 
il braccio inferiore (cfr. part.2 in fig.2.3), l’elemento di attacco dell’occhio inferiore 
dell’ammortizzatore (cfr. part.7 in fig.2.3) e la balestra di sostegno (cfr. part.3 in fig.2.3) possono 
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essere considerati infinitamente rigidi e solidali l’uno all’altro in modo da costituire un unico corpo 
rigido,  per l’analisi che si desidera effettuare è come se i punti O e C fossero uniti da un braccio 
rigido incernierato alle estremità e materializzato in figura proprio dal segmento OC, che sostituisce 
gli elementi rigidi su indicati al fine di semplificare l’analisi geometrica della sospensione. Allo 
stesso modo i segmenti CA e CP materializzano un corpo rigido virtuale che collega il centro della 
ruota con i punti A e P. 
     Per comprendere senza ambiguità cosa rappresentano i punti A e P occorre descrivere la molla 




Traccia del piano 










                   Figura 2.20: spaccato di una molla pneumatica per utilizzo su veicoli pesanti (“diapress”) 
 
Nella figura è mostrato uno spaccato di  una molla pneumatica per utilizzo su veicoli pesanti. 
Questa è costituita da un involucro in gomma, resa inestensibile mediante l’aggiunta di fibre 
metalliche intrecciate, reso solidale ad un pistone metallico la cui estremità inferiore viene collocata 
sulla superficie, opportunamente conformata, ricavata sulla balestra di sostegno mediante un 
collegamento imbullonato. Il coperchio superiore metallico viene invece fissato, a mezzo di  viti 
prigioniere, al telaio del veicolo. Sul coperchio è presente un foro per l’immissione dell’aria dal 
circuito pneumatico. I punti indicati in figura con A e P rappresentano i punti nei quali l’asse della 
molla interseca il piano (la cui traccia risulta visibile in rosso in figura) normale all’asse e passante 
per la superficie superiore piana del piattello della molla. Questi punti rappresentano i punti nei 
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quali è lecito immaginare applicata la risultante delle pressioni dell’aria contenuta all’interno 
dell’involucro in gomma, sia nella configurazione statica che nella generica configurazione variata. 
L’osservazione della fig.2.19, che riporta in scala tutte le dimensioni di interesse per la presente 
analisi, mostra che a fine escursione della sospensione, allorché il centro ruota si è spostato di 50 
mm in direzione verticale, il piattello del diapress si è inclinato di soli cinque gradi rispetto 
all’orizzontale, come confermato anche dai risultati del programma Matlab scritto per la costruzione 
della caratteristica elastica della sospensione. Poiché lo scopo di questa analisi non è quello di 
studiare nei dettagli le modalità attraverso le quali si deforma la molla, peraltro complesse, ma 
soltanto quello di determinare l’entità della forza elastica prodotta, appare lecito trascurare in questa 
sede la modesta inclinazione subita dal piattello e supporre che il diapress si estenda o si comprima 
senza manifestare alcun ingobbamento in senso radiale. Si suppone inoltre che il raggio 
dell’involucro in gomma rimanga costante durante la deformazione; questa ipotesi risulta molto 
realistica anche in relazione alla presenza delle fibre di rinforzo nella matrice in gomma, che 
consentono di considerare, con buona approssimazione, l’involucro infinitamente rigido in senso 
radiale.  Il fatto di trascurare l’inclinazione subita dal piattello permette di poter considerare la 
risultante delle pressioni interne costantemente applicata nei punti A e P indicati, nonché di 
trascurare la componente orizzontale della stessa risultante che invece sorgerebbe nel caso in cui 
venisse considerata l’inclinazione subita dal piattello. 
     Naturalmente, viste le ipotesi fatte, i punti A e P si muovono descrivendo due traiettorie circolari 
lungo le circonferenze aventi centro in O e raggi pari alla lunghezza dei segmenti OA e OP, 
rispettivamente. 
     Si noti che pure il piattello del diapress viene considerato appartenere al corpo rigido costituito 
dal braccio inferiore, dall’elemento di attacco dell’occhio inferiore dell’ammortizzatore e dalla 
balestra di sostegno. 
     La fig.2.20 evidenzia l’inclinazione subita dal piattello, le forze elasticheFMA  e FMP  esercitate 
dalle molle (che, contrariamente a quanto appare in figura, agiscono sempre perpendicolarmente al 
piattello), e la forza elastica equivalente a centro ruota che si vuole determinare, indicata col 
simbolo F . 
     Si definiscono di seguito alcuni angoli la cui conoscenza è necessaria per i successivi calcoli. 
σ_0 : rappresenta l’angolo che il segmento OC forma con l’orizzontale passante per O, nella 
configurazione statica della sospensione. 
θ : rappresenta l’angolo che il segmento CP forma con l’orizzontale passante per C, nella 
configurazione statica della sospensione. 
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φ : rappresenta l’angolo che il segmento CA forma con l’orizzontale passante per C, nella 
configurazione statica della sospensione. 
     Gli angoli θ e φ vengono rappresentati pure nella configurazione variata per poterne fare uso nei 
successivi calcoli. 
     Si definiscono inoltre i seguenti angoli. 
σ : rappresenta l’angolo che il segmento OC forma con l’orizzontale passante per O, nella generica 
configurazione variata. 
γ  : rappresenta l’angolo di cui risultano ruotati i segmenti OC, CA, CP rispetto alla configurazione 
statica  di riferimento. Risulta  γ = (σ - σ_0). 
α : rappresenta l’angolo tra i segmenti OC e OA. 
ε : rappresenta l’angolo tra i segmenti OC e OP.  
     Si noti che gli angoli σ  e γ variano durante il moto della sospensione in funzione del parametro 
, dal quale dipendono le coordinate dei vari punti, come in seguito mostrato. S 2
     Le coordinate del centro ruota C si determinano esattamente come visto riguardo alla 
sospensione anteriore del trattore, dal momento che il punto C si muove sulla traiettoria circolare 
descritta dalla circonferenza avente centro in O e raggio pari alla lunghezza del segmento OC. Per 
non appesantire troppo la lettura si riportano soltanto le espressioni finali che interessano, 
rimandando ai listati del programma Matlab riportati in APPENDICE   B  per i dettagli. 
     Risulta: 
zC  = + , avendo contraddistinto con il pedice 2 l’assale posteriore del trattore e dove 




     La coordinata  può essere espressa in funzione di  nel modo seguente: xC zC
xC ={-2  + [  – 4 (xcentro 4 xcentro 2 zC 2 +2 zC zcentro + +xcentro 2 zcentro 2 –r )] }/2 . 2 5.0
     Le coordinate dei punti A e P possono essere espresse in funzione delle coordinate di C mediante 
le relazioni: 
xA = - xC AC cos ( φ – γ ) 
zA  =  + zC AC  sin ( φ – γ ) 
xP = + xC CP cos ( γ + θ ) 
zP  = zC +CP sin ( γ + θ ). 
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Per poter determinare la forza elastica esercitata dalle molle pneumatiche sono necessarie alcune 
considerazioni riguardo a questo tipo di elementi elastici. 
     In generale, il carico Fel  che una molla pneumatica può sopportare è dato dall’equazione: 
Fel = pgas Aefficace  , dove: 
pgas : pressione del gas contenuto all’interno del contenitore elastico; 
Aefficace  : area della superficie efficace dell’involucro. 
     Dal momento che, durante il movimento della sospensione la molla si deforma variando il 
volume del gas contenuto nell’involucro, e poiché anche la pressione del gas risulta come ovvio 
soggetta a variazione, è necessario stabilire un legame ragionevole tra questi parametri al fine di 
determinare l’entità della forza elastica esercitata. 
     E’ prassi ormai consolidata e confermata dall’esperienza dei vari costruttori di molle 
pneumatiche supporre che il gas contenuto all’interno dell’involucro (comunemente aria) subisca, 
durante l’esercizio sotto carico, una trasformazione politropica.  
     Si definisce politropica una trasformazione termodinamica nella quale la variazione dello stato 
subita dal fluido avviene a calore specifico costante. 
     L’esperienza ha dimostrato che questo tipo di trasformazione risulta quella che meglio 
approssima il comportamento del gas contenuto in questo tipo di molle. 
     La trasformazione politropica può essere considerata una generalizzazione delle trasformazioni 
che avvengono a pressione costante (isobare), a volume costante (isocore), a temperatura costante 
(isotermiche) e senza scambio di calore (adiabatiche). 
     Nel caso considerato i parametri pressione e volume variano, inoltre le pareti dell’involucro che 
costituisce la molla non possono essere considerate perfettamente adiabatiche, nemmeno se i 
movimenti subiti dalla sospensione sono così rapidi da non permettere uno scambio di calore con 
l’ambiente esterno. Infatti questa circostanza non sempre risulta verificata, specialmente se le 
asperità stradali incontrate dal veicolo non sono molto accentuate. D’altra parte anche la 
temperatura del gas contenuto nell’involucro è soggetta a variazioni, in relazione alle ripetute 
compressioni e dilatazioni subite dal gas stesso durante l’esercizio.  
     L’equazione della politropica risulta essere: 
p V n =  tetancos
     D’accordo con l’esperienza, essendo il gas contenuto all’interno della molla aria atmosferica, si 
assume per l’esponente della politropica: 
n = . 4.1
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Il valore della costante che compare nell’equazione della politropica deve essere determinato in 
relazione ai valori assunti da pressione e volume nella configurazione statica della sospensione.           
Pertanto risulta: 
tetancos = K = pin V
n
in  , avendo indicato con pin  e V in  pressione e volume del gas nella 
configurazione statica della sospensione. 
     Per la determinazione delle grandezze di interesse si faccia riferimento alla fig.2.21. 
 
                                                                                                   Figura 2.21: definizione delle grandezze di interesse per il calcolo della forza esercitata dalla molla 
 
In figura il pistone della molla, schematizzato come un cilindro di diametro φ pist  e altezza , è 
stato indicato in colore rosso. La superficie inferiore del pistone è quella che risulta appoggiata sulla 
balestra di sostegno. Il contorno indicato in colore nero delimita il volume dell’involucro nella 
configurazione statica mentre il contorno azzurro delimita il volume dell’involucro nella generica 
configurazione variata. I due volumi sono stati indicati rispettivamente con i simboli 
hpist
V in  e V . fin
     L’involucro in gomma del diapress è stato schematizzato come un corpo a simmetria cilindrica 
avente diametro esterno pari a φmolla  , diametro interno pari aφ pist  e altezza iniziale pari a 
. h camollastati
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L’altezza della molla nella configurazione statica assunta dalla sospensione è stata valutata come 
distanza tra la superficie inferiore del pistone e la base superiore della stessa molla, quella che 
risulta in contatto con il telaio del veicolo. 
     Con il simbolo è stato invece indicato lo spostamento assiale subito dal pistone durante il 
moto della sospensione, che risulta funzione delle coordinate correnti dei punti A e P. 
h
     Con i simboli Ain  e Pin  si sono indicate le coordinate, valutate rispetto al solito sistema di 
riferimento relativo avente origine nella posizione statica occupata dal centro ruota, dei punti A e P 
nella configurazione statica, mentre con i simboli Afin  e Pfin  si sono indicate le coordinate degli 
stessi punti nella generica configurazione variata. 
     Con il simbolo  si è indicata l’area della superficie superiore del pistone, mentre con il 
simbolo  si è invece indicata l’area della superficie sulla quale si ipotizza agire la risultante 
delle pressioni del gas contenuto nell’involucro. 
S pist
Smolla
     D’accordo con quanto detto in precedenza, si assume quale superficie di riferimento quella posta 
in corrispondenza dell’estremità superiore del pistone, normale all’asse della molla. 
     Questa superficie viene determinata come suggerito dal costruttore, mediante la relazione: 
Smolla  =  + S pist π ( φ 2molla / 4 – ; φ 2pist / 4 ) / 2
     L’intersezione tra questa superficie e l’asse della molla individua senza ambiguità i punti A e P.  
Con il simbolo t si è indicata l’altezza della parte del pistone che, nella configurazione statica, 
risulta sporgente dall’involucro in gomma. 
     Per uno spostamento assiale del pistone verso l’alto il volume spazzato dallo stesso pistone 
risulta pari a (  ). 
h
S pist h
     Vista la simmetria del corpo e poiché l’involucro in gomma risulta inestensibile e solidale al 
pistone, è lecito supporre che lo spostamento assiale dei punti A e P sia accompagnato da uno 
spostamento dell’estremità inferiore dell’involucro pari ad . 
h
2/h
     Pertanto la variazione di volume (indicata a tratteggio azzurro in figura) subita dal gas 
contenuto nell’involucro risulta pari a: 
V∆
V∆ =  + ( – ) =  (S  + ) ; S pist h Smolla S pist 2/h molla S pist 2/h
     Il volume occupato dal gas nella configurazione statica vale: 
V in  = ( – h ) S  + ( – t ) ( – ); h camollastati pist molla hpist Smolla S pist
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Conseguentemente il volume occupato dal gas nella generica configurazione variata della 
sospensione vale: 
V fin = V  – ; in V∆
     La pressione del gas nella configurazione variata discende immediatamente dall’equazione della 
politropica e vale: 
p fin  = ; /K V
n
fin
     Nota la pressione è possibile calcolare la forza esercitata dalla molla nella generica 
configurazione variata come: 
Fel = p fin  Aefficace  ; 
     Sperimentalmente il costruttore del diapress ha osservato come l’area della superficie efficace da 
considerare per il calcolo della forza elastica risulti pari, con buona approssimazione, a circa il 90 % 
della superficie  precedentemente calcolata. Smolla
     Pertanto risulta: 
Aefficace  =  ; 9.0 Smolla
     Si noti che il valore di p fin  e quindi quello di Fel  risultano variabili, istante per istante, in 
funzione dello spostamento assiale subito dal pistone e quindi in funzione del parametro S . 2
     Tutti i passaggi ora descritti per il calcolo della forza elastica esercitata dalla molla devono 
evidentemente essere applicati ad entrambe le molle pneumatiche della sospensione, in modo da 
determinare le forze FMA  e FMP . 
     Note le forze di cui sopra è possibile determinare la forza elastica equivalente a centro ruota. A 
tal proposito, si impone che il momento delle due forze FMA  e FMP  rispetto al polo O eguagli il 
momento prodotto dalla forza ridotta F incognita. 
     Si ottiene: 
F OC cos σ = FMA  OA  cos ( α + σ ) + FMP  OP  cos ( σ – ε ) , dalla quale si ricava: 
F = [FMA  OA  cos ( α + σ ) + FMP  OP  cos ( σ – ε ) ] (/ OC cos σ). 
     In condizioni di equilibrio statico del veicolo la pressione dell’aria contenuta nei due diapress è 
la stessa. Indicando con pin  tale valore di pressione, da determinare, con AefficaceA  l’area della 
superficie efficace della molla più vicina alla cabina del trattore e con AefficaceP  l’area della 
superficie efficace della molla più lontana dalla cabina, dall’ultima equazione scritta è possibile 
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ricavare il valore della pressione alla quale si deve immettere aria nei diapress per garantire 
l’equilibrio statico del veicolo. 
     Indicando con FMAst  e FMPst  i valori delle forze esercitate dalle molle in condizioni statiche, 
poiché risulta: 
FMAst =  pin AefficaceA  
FMPst = pin AefficaceP  , sviluppando i calcoli si giunge alla: 
pin = F st2 (OC cos σ ) [/ AefficaceA  OA  cos ( α + σ ) + AefficaceP  OP  cos ( σ – ε ) ]. 
     Evidentemente l’angolo σ (generalmente variabile) che compare nella precedente equazione è 
quello valutato nella configurazione statica di riferimento della sospensione. 
     Si noti inoltre che la forza F st2  risulta numericamente uguale alla forza determinata nel modo 
discusso nella § 2.1.2 relativamente al calcolo dei carichi statici agenti sul veicolo.  
     La fig.2.22 riporta i risultati ottenuti mediante l’analisi condotta. Il listato del file Matlab scritto 






 me è possibile osservare le caratteristiche sono non lineari. Calcolando la derivata delle funzioni 
pra riportate in ogni punto si ottiene evidentemente la rigidezza della sospensione che, come 
                              Figura 2.22: caratteristica elastica della sospensione posteriore del trattore 
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risulta visibile, tende ad aumentare quanto più la sospensione si comprime e a diminuire quanto più 
la sospensione si estende. 
2.4.2.2 Caratteristica smorzante 
Per la costruzione della caratteristica smorzante si fa riferimento allo schema di fig.2.23. 
 
 
    
 
 Figura 2.23: schema utilizzato per la costruzione della caratteristica smorzante della sospensione posteriore del   
                      trattore  
In figura il punto C rappresenta al solito il centro della ruota dell’assale, mentre T individua il punto 
di attacco dell’occhio inferiore dell’ammortizzatore all’assale. Quindi la spezzata OTC materializza 
un corpo rigido virtuale costituito da due ipotetici bracci inestensibili  che collegano il centro di 
rotazione O con il punto T e il punto T con il centro della ruota. 
     Il punto S rappresenta il punto di attacco dell’occhio superiore dell’ammortizzatore al telaio del 
trattore. Al solito si suppone, per semplificare il ragionamento e senza perdita di generalità, che la 
posizione di tale punto si mantenga fissa e si immagina di far muovere il centro della ruota 
relativamente alla cassa.  
     Il punto T evidentemente descrive una traiettoria circolare lungo la circonferenza avente centro 
in O e raggio pari alla lunghezza del segmento OT. Per non appesantire troppo la figura 
l’ammortizzatore non è stato rappresentato. Risulta visibile invece il suo asse. 
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Sono state indicate la forza che l’ammortizzatore esercita lungo il suo asse, supposta agente in T e 
scomposta nelle due componenti orizzontale e verticale (come mostrato nell’ingrandimento) e la 
forza equivalente a centro ruota che si desidera determinare. 
     Si definiscono i seguenti angoli, necessari per i successivi sviluppi. 
α_0 : rappresenta l’angolo tra il segmento OT e l’orizzontale passante per O, nella configurazione 
statica della sospensione; 
α : rappresenta l’angolo tra il segmento OT e l’orizzontale passante per O, nella configurazione 
variata della sospensione; 
σ_0 : rappresenta l’angolo tra il segmento OC e l’orizzontale passante per O, nella configurazione 
statica della sospensione; 
σ : rappresenta l’angolo tra il segmento OC e l’orizzontale passante per O, nella configurazione 
variata della sospensione; 
γ : rappresenta l’angolo di cui risultano ruotati, rispetto alla configurazione di riferimento, i 
segmenti OC e OT. Sussiste la relazione γ = (σ - σ_0); 
θ : rappresenta l’angolo di cui ruota l’asse dell’ammortizzatore durante il movimento della 
sospensione. 
Tutti gli angoli menzionati, fatta eccezione per α_0 e σ_0, variano in funzione di . S 2
     Le coordinate del centro ruota risultano esprimibili in funzione di  esattamente nella forma 
vista riguardo alla caratteristica elastica. 
S 2
     Le coordinate del punto T invece possono essere espresse in funzione di quelle di C mediante le 
relazioni: 
zT  =   – zC OC  sin σ – OT  sin α 
xT  = {-2  + [  2 – 4 ( + + + –r )] }/2 . xcentro 4 xcentro zT 2 2 zT zcentro xcentro 2 zcentro 2 2 5.0
     La lunghezza assunta dall’ammortizzatore nella configurazione statica risulta ( cfr. con la 
fig.2.12 , dove in questo caso A = S e Pfin = T): 
Lin = xT_in xS_in( )2 zS_in zT_in( )2 ; 
     La lunghezza dell’ammortizzatore nella configurazione variata vale invece: 
Lfin= xT_fin xS_fin( )2 zS_fin zT_fin( )2 . 
Pertanto la variazione di lunghezza subita risulta: 
 57
- Capitolo 2 - 
λ = –Lin Lfin , che ovviamente è una funzione di . S 2










                                                Figura 2.24: andamento del parametro λ2 in funzione di S2 
 
nche in questo caso l’andamento risulta pressoché lineare. Valgono pertanto tutte le osservazioni 
atte nel caso della sospensione anteriore del trattore. 
l termine (d λ 2 / ) risulta pari ad una d S 2 costante. 
ndicato con il simbolo K_2Θ il valore costante assunto dal termine (d λ 2 /d ),  risulta: S 2
2
.
S  = ( 1 / K_2Θ ) 2
.λ , avente evidentemente le stesse dimensioni del vettore 2.λ . 
oto il vettore dei valori sperimentali della forza smorzante prodotta dall’ammortizzatoreFsm2 , per 
assare dalla rappresentazione grafica di Fsm2  ( 2
.λ ) al grafico della Fsm2  ( ) è sufficiente 






S Fsm2 ), dal momento che il vettoreFsm2  è lo stesso per entrambe le rappresentazioni. 
l risultato ottenuto vale sia in estensione che in compressione. 
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I diagrammi che esprimono la forza smorzante in funzione dei due parametri su visti risultano 
differire quindi esclusivamente per un fattore di scala relativamente all’asse delle ascisse, come 
mostrato dal confronto delle fig.2.25 e 2.26. 
 
 
0.6 m/s 0.3 m/s (lambda 2 punto) 
   Figura 2.25: caratteristica sperimentale dell’ammortizzatore montato sulla sospensione posteriore del trattore
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                                  Figura 2.26: forza smorzante in funzione della velocità verticale del centro ruota 
Confrontando la fig.2.26 con la fig.2.18 si nota come la capacità smorzante dell’ammortizzatore 
montato sulla sospensione posteriore del trattore sia più elevata rispetto a quella 
dell’ammortizzatore installato anteriormente, in relazione ai maggiori carichi che, in quasi tutte le 
condizioni di carico del veicolo, gravano sull’assale posteriore del trattore. 
     Per conoscere la forza smorzante a centro ruota si immagina di imprimere al centro della ruota 
uno spostamento in direzione verticale che tenda ad avvicinarlo alla cassa del trattore e si impone 
l’uguaglianza dei momenti delle forze rispetto al polo O. Si ottiene: 
F OC  cos σ =Fsm cos θ OT cos α –Fsm  sin θ OT  sin α ; 
Sviluppando i calcoli e ricordando che:  
cos ( θ + α ) = cos θ cos α – sin θ sin α, si perviene alla: 
F = (Fsm  OT  cos (θ + α) ) (/ OC  cos σ). 
Indicando con A2  il termine [(OT /OC )cos(θ+α)] cos σ,  risulta evidentemente/ A2 = A2 ( ). S 2
Per un valore assegnato di , è possibile determinare l’andamento della forza ridotta a centro 




S 2 F a Fsm . 
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                                               Figura 2.27: andamento del parametro A2 in funzione di S2 
In questo caso la variazione di A2  con  risulta un po’ più marcata rispetto a quanto visto per la 
sospensione anteriore, ma comunque ancora trascurabile. Come conseguenza si ha che: 
S 2
La forza smorzante ridotta a centro ruota dipende soltanto dal parametro 2
.
S  e, per un 
assegnato valore di 2
.
S  non varia con lo spostamentoS 2 . 
Indicando allora con K_2Ξ il valore numerico costante assunto da A2 , risulterà: 
F = K_2Ξ  Fsm2  ( ) . 2
.
S
Pertanto, la forza ridotta a centro ruota in funzione di  può essere agevolmente calcolata 





.λ ) alla  

























                                  Figura 2.28: caratteristica smorzante della sospensione posteriore del trattore 
ome è possibile osservare confrontando la fig.2.28 con la fig.2.26, la forza smorzante a centro 
uota risulta ridotta di un fattore pari proprio al valore di K_2Ξ  rispetto alla forza che 
’ammortizzatore esercita relativamente alla posizione occupata in seno alla sospensione. 
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2.4.3 Sospensioni del rimorchio 
 
2.4.3.1 Caratteristica elastica 
 

















 igura 2.29: schema utilizzato per la determinazione della caratteristica elastica della sospensione del rimorchio     
ella precedente figura al solito il punto C individua il centro della ruota dell’assale, il punto M il 
unto nel quale si immagina agire la risultante delle pressioni del gas contenuto nel diapress e il 
unto O il centro di rotazione dell’assale. La spezzata OCM costituisce, senza perdita di generalità, 
n ipotetico corpo rigido utilizzato per l’analisi che si desidera effettuare. I punti C ed M descrivono 
videntemente delle traiettorie circolari come visibile in figura. 
    E’ stata mostrata in questo caso la molla pneumatica nella posizione che questa occupa in 
ondizioni statiche. 
n azzurro è al solito visibile la generica configurazione variata della sospensione. 
    Il disegno, realizzato in scala, mostra come anche in questo caso l’inclinazione subita dal 
iattello che sorregge la molla possa ritenersi trascurabile, pertanto restano valide tutte le 
onsiderazioni fatte a proposito della sospensione posteriore del trattore. 
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La forza elastica esercitata dalla molla è stata indicata col simbolo Fm  , mentre la forza 
equivalente a centro ruota con il simbolo F . 
Si sono inoltre definiti i seguenti angoli, utili per i successivi calcoli. 
ε : rappresenta l’angolo che il segmento OC forma con l’orizzontale passante per O, nella 
configurazione statica; 
σ : rappresenta l’angolo che il segmento OC forma con l’orizzontale passante per O, nella generica 
configurazione variata; 
θ : rappresenta l’angolo che il segmento CM forma con l’orizzontale passante per O, nella 
configurazione statica; 
γ : rappresenta l’angolo di cui risultano ruotati i segmenti OC e CM relativamente alla 
configurazione statica. Vale la relazione  γ = ( ε – σ ). 
Gli angoli σ e γ risultano variabili in funzione del parametro  , dove ora i = . Si 5,4,3
     Le coordinate del punto C si possono esprimere esattamente come già visto nelle analisi relative 
alle altre sospensioni del veicolo, ovviamente in funzione di S . i
     Quelle del punto M possono essere espresse in funzione delle coordinate di C mediante le 
relazioni: 
xM  =   + xC CM cos ( γ + θ ); 
zM  =  + zC CM sin ( γ + θ ); 
     Per determinare la forza a centro ruota si impone che il momento della forza Fm  rispetto al 
punto O uguagli il momento, calcolato rispetto allo stesso punto, dato dalla forza incognita F . Si 
ottiene allora: 
F OC cos σ = Fm [OC cos σ +CM cos ( γ + θ )], dalla quale si ricava, con qualche passaggio: 
F =Fm  [1+(CM cos ( γ + θ )) (/ OC cos σ )]. 
     Sostituendo nella precedente equazione il valore numerico del carico statico Fist  , così definito 
nel § 2.1.2, al posto di F ,  e sapendo che Fmst  = pin Aefficace  , si ricava immediatamente il 
valore della pressione con la quale l’aria deve essere immessa nel diapress per garantire l’equilibrio 
statico del veicolo. Si ottiene: 
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pin = Fist / { Aefficace [1+(CM cos ( γ + θ )) (/ OC cos σ)]}, dove gli angoli σ e γ sono quelli 
valutati nella configurazione statica. 
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2.4.3.2 Caratteristica smorzante 
 
 
Ci riferiamo come sempre ad uno schema concettuale delle parti interessate della sospensione, 





        Figura 2.31:  schema adottato per la determinazione della caratteristica smorzante della sospensione del   
                         rimorchio 
 
Oltre al centro ruota C e al centro di rotazione O dell’assale, in figura sono mostrati il punto di 
attacco dell’occhio superiore dell’ammortizzatore al telaio del rimorchio, supposto fisso e indicato 
con A, e il punto nel quale l’ammortizzatore viene collegato all’assale in corrispondenza dell’occhio 
inferiore, indicato con P. Il segmento OP materializza un braccio virtuale rigido di comodo per i 
successivi sviluppi. Evidentemente il punto P si muove lungo una traiettoria circolare, come visibile 
in figura. 
     In  figura sono rappresentate la forza esercitata dall’ammortizzatore lungo il proprio asse 
(scomposta nelle due componenti orizzontale e verticale come visibile nell’ingrandimento) e quella 
equivalente a centro ruota che si vuole determinare. 
L’ammortizzatore è raffigurato nella posizione statica di riferimento. 
     Si definiscono i seguenti angoli. 
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α_0 : rappresenta l’angolo tra il segmento OP e l’orizzontale passante per O, nella configurazione 
statica; 
α : rappresenta l’angolo tra il segmento OP e l’orizzontale passante per O, nella configurazione 
variata; 
γ : rappresenta l’angolo tra il segmento OP e il segmento OC, costante. 
Gli angoli α e γ variano in funzione di . Si
     Le coordinate del punto P possono essere espresse mediante le relazioni seguenti. 
zP  = OC sin α_0 - OP sin (α + γ) ; 
xP ={-2 +4 ( + + + –r )] }/2 , 
che risultano, come ovvio, funzioni di . 
xcentro + [ 4 xcentro 2 zP 2 2 zP zcentro xcentro 2 zcentro 2 2 5.0
Si
     La lunghezza assunta dall’ammortizzatore nella configurazione statica risulta valere: 
Lin= xP_in xA_in( )2 zA_in zP_in( 2) , mentre nella configurazione variata si ha: 
Lfin = xP_fin xA_fin( )2 zA_fin zP_fin( )2 . 
     Quindi la variazione di lunghezza dell’ammortizzatore vale: 
λ i = Lin − Lfin , naturalmente funzione di . Si
Diagrammando l’andamento di λ i  in funzione di  si ottiene il risultato presentato in fig.2.32. Si
                                    Figura 2.32: andamento del parametro λi in funzione di Si 
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Ancora una volta si nota come si abbia una dipendenza lineare tra λ i  e S  che porta nuovamente 
poter ritenere costante il termine (d
i
λ / ). Valgono pertanto tutte le considerazioni già 
presentate riguardo alle altre sospensioni del veicolo. 
d S
     La forza smorzante a centro ruota viene al solito determinata imponendo l’uguaglianza dei 
momenti delle forze rispetto al punto O, così che si ottiene: 
F OC cos α =Fsm OP [sin σ cos (α + γ) - cos σ sin (α + γ)]. 
     Sviluppando i calcoli e ricordando le formule di sottrazione si ottiene infine: 
F = [Fsm OP sin (σ - α - γ)] (/ OC cos α). 
     Indicando con Ai  il termine [OP sin (σ - α - γ) (/ OC cos α) ] e diagrammandolo in funzione 
di  si ottiene il risultato riportato in fig.2.33. Si
 
                                              Figura 2.34: andamento del parametro Ai in funzione di Si 
Ancora una volta, a prescindere dalla forma della funzione riportata in fig.2.34, si nota come in 
realtà il termine Ai  possa ritenersi con buona approssimazione indipendente da . Si
     Valgono pertanto anche in questo caso le considerazioni già svolte relativamente agli altri 
schemi sospensivi. In particolare, indicando con K_iΞ il valore numerico costante assunto daAi , 
risulterà per la forza a centro ruota: 
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Fi  = K_iΞ Fsmi ( ). Si
.
La forza smorzante ridotta a centro ruota dipende soltanto dal 
parametro Si
.
 e, per un assegnato valore di Si
.
 non varia con lo spostamentoSi . 
     Nelle figure che seguono vengono riportate le caratteristiche sperimentali ricavate nel laboratorio 
prove della Sebac Italia S.r.l. per l’ammortizzatore autoregolabile e per quello tradizionale montati 
sul rimorchio esaminato. 
Le curve sono state volutamente sovrapposte per poter effettuare un confronto. 
 
                 Figura 2.35: confronto tra le caratteristiche sperimentali degli ammortizzatori autoregolabile e tradizionale
Dall’analisi della precedente figura si nota innanzitutto come la capacità smorzante degli 
ammortizzatori montati sul rimorchio risulti notevolmente maggiore rispetto a quella degli elementi 
installati sul trattore. Basta a tal proposito confrontare i valori di forza con quelli che compaiono 
nelle precedenti figure, relative al trattore. 
     In compressione l’ammortizzatore tradizionale a taratura fissa risulta più “duro” 
dell’autoregolabile in tutto l’intervallo di velocità di lavoro. 
     In estensione la curva dell’autoregolabile rivela come questo abbia una capacità smorzante 
maggiore rispetto al tradizionale, nella modalità di funzionamento a pieno carico, alle medie 
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velocità di lavoro, mentre il tradizionale risulta  frenare di più alle velocità di lavoro più basse e a 
quelle più alte. 
     Nella modalità di funzionamento a metà carico l’autoregolabile e il tradizionale presentano il 
medesimo comportamento soltanto in un ristretto intervallo della velocità di lavoro (compreso tra 
0.05 e 0. 15 m/s circa), mentre per gli altri valori di velocità il tradizionale risulta avere una capacità 
smorzante maggiore. 
 
     A conclusione di questo capitolo si ritiene utile fornire, seppur in modo sommario, alcune 
informazioni riguardo al principio di funzionamento di una sospensione pneumatica provvista di 
ammortizzatore autoregolabile, nonché alcuni cenni riguardo agli aspetti costruttivi dell’- 
ammortizzatore oggetto di questo studio, per meglio comprendere l’esistenza delle tre modalità di 
funzionamento. 
     Generalmente una sospensione pneumatica per veicoli comprende una molla pneumatica 
alimentata con aria in pressione e un ammortizzatore di tipo idraulico. La pressione dell’aria viene 
gestita in funzione delle variazioni di carico del veicolo mediante idonei mezzi di comando. Detti 
mezzi, sui quali non ci soffermiamo in quanto completamente noti per strutturazione costruttiva e 
funzionamento, interagiscono con una “valvola livellatrice” provvedendo ad adeguare la pressione 
dell’aria contenuta nella molla pneumatica alle intensità dei carichi presenti sul veicolo. 
     Preme sottolineare come la regolazione del valore di pressione dell’aria all’interno delle molle 
pneumatiche sia, sul veicolo esaminato, di tipo “statico”: ciò significa che il valore della pressione 
viene impostato manualmente dal conducente del veicolo quando questo è fermo, in relazione 
all’entità del carico che deve essere trasportato, agendo su un dispositivo di regolazione presente 
nell’abitacolo. Nel veicolo considerato l’ammortizzatore autoregolabile risulta sensibile a tre 
diversi valori di pressione. Le tre modalità di funzionamento, che nella figure precedenti sono state 
indicate come scarico, a metà carico e a pieno carico corrispondono pertanto a tre diversi valori di 
pressione dell’aria contenuta nei diapress. 
     Durante la marcia ordinaria si hanno evidentemente delle variazioni dei valori di pressione 
dell’aria all’interno delle molle pneumatiche, come peraltro già discusso, ma senza che queste 
variazioni vadano ad incidere sulla modalità di risposta dell’ammortizzatore. Affinché la risposta 
dell’ammortizzatore risulti variata è infatti necessario che venga impostato un diverso valore di 
pressione dell’aria all’interno delle molle pneumatiche nella configurazione statica del veicolo.  
La figura 2.35 mostra una sezione dell’ammortizzatore autoregolabile. 
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                                 Figura 2.35: sezione di un ammortizzatore autoregolabile e particolare ingrandito 
L’ammortizzatore comprende un pistone 3, portato da uno stelo 15, ed un cilindro 4 associato al 
pistone in modo da delimitare in combinazione con questo due distinte camere 5a e 5b, all’interno 
delle quali è contenuto il fluido di lavoro. Il pistone ha una struttura del tutto convenzionale e, come 
visibile dalle figure, è attraversato dai condotti 50 provvisti di valvole smorzatrici a lamella 51. 
Le due camere sono tra loro comunicanti attraverso i condotti di cui sopra e mediante un condotto 
di trafilamento, globalmente indicato con 6, il quale è collegato alle camere mediante delle luci 9 e 
che risulta intercettabile dall’otturatore mobile 7. Più in particolare, l’otturatore è provvisto di un 
corpo cilindrico allungato 14 contenuto all’interno dello stelo, ad esso coassiale, all’interno del 
quale può scorrere lungo una guida cilindrica 13 ricavata nello stesso stelo. Tra otturatore e stelo vi 
è perfetta tenuta. Tra il corpo cilindrico dell’otturatore e la guida ad esso coassiale è ricavato il 
condotto di trafilamento che presenta forma anulare. L’otturatore è soggetto a due forze 
contrapposte generate da un lato dalla pressione di pilotaggio 8 e dall’altro dalla reazione elastica a 
tale forza prodotta dalla molla di contrasto 16. La pressione di pilotaggio è rappresentata dalla 
pressione posseduta dall’aria all’interno della molla pneumatica; questa viene condotta 
sull’otturatore mediante il condotto 17, parte del quale è ricavato nello stelo. Il posizionamento 
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dell’otturatore  lungo lo stelo è dunque controllato dalla pressione dell’aria nel diapress, stabilita 
dalla valvola di livellamento del carico. Le luci che si connettono al condotto di trafilamento sono 
ricavate in posizioni tali da poter essere interessate dal movimento dell’otturatore in successione tra 
loro. Le luci e l’otturatore delimitano, in combinazione tra loro e a seconda della posizione 
dell’otturatore lungo la guida, delle sezioni di passaggio 10 per il fluido di lavoro transitante tra le 
due camere. Queste sezioni di passaggio sono variabili in generale in relazione con la pressione 
dell’aria contenuta nel diapress. 
     Appare quindi chiaro che intervenendo costruttivamente sulla forma, sulla dimensione e sul 
posizionamento relativo tra luci ed otturatore è possibile modulare il flusso dell’olio scambiato tra 
le due camere e produrre così la frenatura della sospensione, intorno alla posizione di equilibrio 
statico, secondo curve caratteristiche tra loro differenti. 
     Quanto all’orientamento attribuito alle luci di trafilamento  rispetto alla direzione 12 del moto 
dell’otturatore, è immediato dedurre che, orientando dette luci perpendicolarmente alla direzione 
citata, le oscillazioni della pressione di pilotaggio dovute al movimento della sospensione, e 
comprese nel campo di tolleranza ammissibile per un prestabilito valore nominale della pressione 
dell’aria nel diapress, non vengono avvertite dall’otturatore, che rimane indifferente ai movimenti 
compiuti dalla sospensione e resta quindi immobile nella posizione di settaggio determinata al 
momento del carico/scarico del veicolo che vengono eseguiti a veicolo fermo. 
     Vengono riportate infine le caratteristiche smorzanti degli ammortizzatori e della sospensione 


































           Figura 2.37: caratteristica smorzante della sospensione del rimorchio con i due tipi di ammortizzatori    
                          utilizzati  
2.5 Riepilogo 
 
Nel presente capitolo è stato affrontato il problema di determinare le caratteristiche elastiche e 
smorzanti delle sospensioni. 
     Ciò ha richiesto l’analisi dettagliata della geometria dei vari schemi sospensivi e la valutazione 
dei legami esistenti, relativamente alla costruzione della caratteristica smorzante, tra le quantità 
cinematiche coinvolte. L’analisi sugli elementi smorzanti ha preso corpo a partire dalle prove 
sperimentali effettuate in laboratorio su campioni analoghi a quelli montati sul veicolo.  
     E’ stato inoltre necessario procedere alla determinazione della modalità di ripartizione dei 
carichi statici sui vari assali e alla definizione dell’assetto statico delle sospensioni pneumatiche. 
     Si sono ottenute caratteristiche elastiche dalla forma prevedibile ma comunque significativa 
proprio perché ottenuta a partire dallo schema costruttivo della sospensione. 
     I risultati ottenuti hanno permesso di trascurare la dipendenza simultanea della forza smorzante a 
centro ruota dalla posizione e dalla velocità, introducendo così una semplificazione per 
l’implementazione numerica del modello di veicolo.  
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In questo capitolo viene descritto in dettaglio il modello matematico attraverso il quale si studia il 
comportamento dinamico del veicolo nel piano verticale, limitatamente ai moti di scuotimento e di 
beccheggio1. 
Si precisano le ipotesi effettuate e si descrive il modo in cui le equazioni del modello sono state 
implementate mediante il software Simulink. 
 
3.1 Ipotesi effettuate 
 
L’ipotesi fondamentale che sta alla base del presente modello di veicolo consiste nel tenere conto 
delle effettive caratteristiche degli assali così come queste sono state definite nel precedente 
capitolo. In altre parole non si suppone, come spesso si è soliti fare, che il comportamento delle 
sospensioni sia lineare sia riguardo alle forze elastiche, sia a quelle smorzanti. 
Soltanto il comportamento dei pneumatici viene assunto di tipo lineare in direzione radiale; si 
suppone cioè che la forza verticale scambiata tra pneumatico e strada subisca una variazione lineare 
con lo schiacciamento subito dal pneumatico, cioè con lo spostamento verticale del centro ruota, 
assunto coincidente con il centro del cerchio. Dal momento che gli schiacciamenti subiti dal 
pneumatico risultano di modesta entità, come è possibile rilevare da misure dirette, si ritiene lecita 
l’ipotesi di cui sopra. Lo smorzamento interno introdotto dal pneumatico risulta in generale di entità 
trascurabile nell’ambito dello studio che si vuole effettuare, tuttavia viene considerato, visto che è 
stato possibile reperire dei dati attendibili dal costruttore. Al solito si ipotizza un legame lineare tra 
la forza smorzante prodotta dal pneumatico e la velocità, valutata in direzione verticale, del centro 
del cerchio. Si definisce pertanto un coefficiente di smorzamento c , assunto costante, in funzione 
del quale viene espressa la forza smorzante. 
pn
     Si ipotizza che il veicolo si muova su strada rettilinea e con velocità di avanzamento 
longitudinale  uniforme. Anche se il fondo stradale presenta delle asperità, si fa l’ulteriore 
ipotesi che queste siano distribuite in modo che le due ruote di uno stesso assale si trovino sempre 




1 Senza pretesa di rigore, si intende per scuotimento il movimento, di pura traslazione, compiuto dalle masse sospese e 
non sospese in direzione verticale. Talvolta, in luogo di scuotimento, si usa pure il termine pompaggio. Con il termine 
beccheggio si intende invece la rotazione compiuta dalle masse sospese e non sospese attorno ad un asse trasversale al 
veicolo.  
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In tal modo la cassa del veicolo possiede soltanto velocità longitudinale , ossia non si hanno né 
imbardata né rollio
u
2, ma soltanto scuotimento e beccheggio. 
     Si suppone di poter modellare il veicolo come un insieme di sette corpi rigidi. In particolare, si 
hanno due masse sospese, costituite da trattore e rimorchio, aventi rispettivamente massa pari a 
MT  e M R  e momenti di inerzia baricentrici  JT  e J R  , e cinque masse non sospese M Ni  , con 
il pedice “i” varia tra 1 e 5, a rappresentare gli assali. Questi corpi rigidi comprendono, nel caso 
delle masse sospese, il telaio del trattore, quello del rimorchio, il motore, il pianale di appoggio ed 
altri ausiliari. 
     Si ipotizza che gli assali abbiano soltanto moto traslatorio in senso verticale, a parte ovviamente 
l’avanzamento con velocità costante. A rigore andrebbe considerato pure il beccheggio degli assali 
ma, essendo questo di modesta entità, in questa sede verrà ritenuto trascurabile. 
     Dal momento che gli assi delle ruote hanno un moto quasi traslatorio, la rotazione delle ruote 
stesse è dinamicamente irrilevante e pertanto non viene considerata. 
     Essendo inoltre la lunghezza  dell’impronta a terra del pneumatico generalmente molto minore 
della lunghezza d’onda delle asperità stradali, almeno nel campo delle frequenze di maggiore 
interesse per il presente studio (fino a circa 5 Hz), le asperità stesse hanno scarsa influenza sulla 
distribuzione delle pressioni nel contatto tra ruota e strada.  
     Un aspetto fondamentale che occorre considerare nella modellazione di un veicolo come quello 
preso in esame in questo studio riguarda il modo in cui il trattore e il rimorchio sono tra loro 
collegati. 
     Nella § 2.2.1, allorché si è discusso del calcolo dei carichi statici sugli assali, si è già avuto modo 
di osservare come trattore e rimorchio risultino collegati per mezzo di un particolare elemento, 
comunemente chiamato “ralla” che può, con ottima approssimazione, essere considerato alla 
stregua di una cerniera piana per quanto concerne il tipo di vincolo che tale elemento introduce. Si 
ritiene necessario a questo punto descrivere più in dettaglio questo particolare componente per 









                                                 
2 Si intende per imbardata la rotazione compiuta dalle masse sospese e non sospese attorno ad un asse perpendicolare 
al piano stradale. Con il termine rollio si suole indicare la rotazione compiuta dalle masse sospese e non sospese attorno 
ad un asse longitudinale per il veicolo. 
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Punto nel quale si 
incastra il perno 





























                                                  Figura 3.1: immagine della ralla montata sul trattore 
a fig.3.2 mostra invece una immagine della ralla allorché trattore e rimorchio risultano collegati. 
Rimorchio
P
Trattore                              Figura 3.2: particolare della ralla quando trattore e rimorchio risultano collegati 76
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Dalle precedenti immagini si nota come la ralla sia sostanzialmente una grossa piastra in ferro di 
forma piuttosto complessa, avente la superficie superiore opportunamente spianata in modo da 
costituire la base di appoggio per la porzione di superficie, anch’essa piana, ricavata sul rimorchio. 
A tal proposito occorre dire come tra rimorchio e ralla venga interposto uno strato rilevante di 
grasso lubrificante, visibile nelle immagini, al fine di ridurre l’attrito di strisciamento, senz’altro 
non trascurabile nel moto relativo tra i due corpi, soprattutto quando il veicolo risulta soggetto a 
movimenti di imbardata. Sulla ralla è ricavata una scanalatura opportunamente sagomata in modo 
da accogliere al suo interno un perno in acciaio, solidale al rimorchio, che si incastra nella parte 
terminale della scanalatura, avente superficie interna che ricalca, a meno di un gioco minimo, la 
superficie cilindrica esterna del perno3. La parte della ralla più lontana dalla cabina risulta allargata 
in modo da favorire l’imbocco del perno e presenta una sezione che si restringe gradualmente fino a 
divenire minima nel punto in cui perno e ralla si accoppiano. 
     Una volta che il perno è stato inserito si blocca nella posizione occupata per mezzo di un 
dispositivo di fermo non visibile in figura. In questo modo ralla e rimorchio divengono tra loro 
solidali, senza alcuna possibilità di movimento relativo tra le due parti. 
     La ralla viene fissata al telaio del trattore nel modo visibile in figura 3.2. Sui due longheroni che 
costituiscono il telaio del trattore è imbullonata una piastra avente forma svergolata, sopra la quale 
risulta collegato, sempre mediante collegamento filettato, un supporto forato accoppiato alla ralla in 
modo che questa possa ruotare, relativamente al supporto, rispetto ad un asse trasversale passante 
per il punto P indicato nell’immagine. 
     E’ chiaro come, ammettendo di trascurare gli attriti interni esistenti tra ralla e supporto, appaia 
lecito poter schematizzare il vincolo realizzato come ora descritto per mezzo di una cerniera piana 
che lascia libera la ralla di ruotare rispetto al supporto che la accoglie, e quindi rispetto al trattore. 
     Per quanto riguarda le azioni che trattore e rimorchio si scambiano attraverso la ralla, è evidente 
che, avendo modellato l’assieme descritto come una cerniera, si abbiano due forze, supposte 
applicate sulla mezzeria dell’asse della cerniera trasversale al veicolo, agenti in direzione parallela e 
ortogonale al piano stradale che, in generale, verranno indicate con i simboli Hralla  e  V . ralla
     Poiché è stato supposto che il veicolo si muova con velocità di avanzamento costante, non si 
hanno evidentemente forze agenti sul veicolo in direzione orizzontale, nell’ipotesi che venga 
trascurata la resistenza aerodinamica offerta dall’aria. Dal momento che interessa soprattutto il 
moto nel piano verticale, si è ritenuto lecito in questo studio trascurarne gli effetti. Pertanto trattore 
e rimorchio si scambiano, attraverso il vincolo ralla, la sola reazione verticale V .  Come visibile  ralla
 
                                                 
3 Il perno solidale al rimorchio risulta visibile nella figura 6 del capitolo 1. 
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anche dall’osservazione della fig.3.3, è questa una condizione di equilibrio possibile e determinata. 
Infatti, detta la distanza tra l’asse della cerniera che schematizza la ralla e l’asse del perno che si 
incastra nella stessa, questa risulta equilibrata sotto l’azione della reazione verticale V  e della 















                                                                      Figura 3.3: equilibrio della ralla
3.2 Dal veicolo al modello matematico 
 
Date le ipotesi effettuate nella sezione precedente, ci si è ricondotti allo studio del comportamento 
di un sistema vibrante piano, non lineare, composto da sette corpi rigidi e avente 
complessivamente nove gradi di libertà. Il sistema viene rappresentato nella fig.3.4. 
 
 
          Figura 3.4: modello di veicolo a nove gradi di libertà per lo studio delle oscillazioni nel piano verticale 
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I punti Ai  rappresentano i centri delle impronte a terra delle ruote del veicolo, per i quali si 
suppone che passino le risultanti Ni , dirette verticalmente, delle pressioni scambiate tra 
pneumatici e superficie stradale. La numerazione degli assali è la stessa già adottata nella § 2.1.2 
relativa alla determinazione dei carichi statici. 
     E’ stato definito un sistema di riferimento assoluto, avente origine sul piano stradale e orientato 
verticalmente dal basso verso l’alto, rispetto al quale vengono misurate le distanze correnti dei vari 
punti di interesse per il presente studio. 
Più in particolare: 
ZT : rappresenta la distanza, misurata dal piano stradale, del baricentro del trattore. 
Z R : rappresenta la distanza, misurata dal piano stradale, del baricentro del rimorchio. 
Z i : rappresenta la distanza, misurata dal piano stradale, del punto in cui la normale condotta dal   
        centro ruota i-esimo incontra la massa sospesa. 
Z Ni : rappresenta la distanza, misurata dal piano stradale, del centro ruota i-esimo. 
Z Si : rappresenta lo spostamento, misurato dal piano stradale, imposto dalla strada alle zone di  
         contatto dei pneumatici. 
θ T : rappresenta l’angolo di beccheggio del trattore rispetto all’asse trasversale passante per il suo  
        baricentro. 
θ R : rappresenta l’angolo di beccheggio del rimorchio rispetto all’asse trasversale passante per il  
        suo baricentro. 
Tutte le distanze indicate in figura conservano lo stesso significato discusso nella § 2.1.2. 
     Si definiscono inoltre : 
ki : rappresenta la rigidezza dell’i-esimo pneumatico. 
ci : rappresenta il coefficiente di smorzamento dell’i-esimo pneumatico. 
FELi : rappresenta la caratteristica elastica dell’i-esimo assale, così come definita nel precedente  
           capitolo. 
FSMi : rappresenta la caratteristica smorzante dell’i-esimo assale, così come definita nel precedente  
            capitolo. 
I nove gradi di libertà del sistema sono identificati dalle coordinate: 
ZT ,θ T  ,Z R , θ R ,ZN1 ,Z N 2 ,ZN 3 ,Z N 4 ,Z N 5 , rappresentati in rosso in fig.3.4. 
La fig.3.5 mostra gli schemi di equilibrio dinamico dei corpi rigidi che costituiscono il veicolo. 
  




                                  
                               Figura 3.5: schemi di equilibrio dinamico dei corpi rigidi costituenti il veicolo 
 
Con il simbolo Fi  si è indicata la forza globalmente agente sull’assale i-esimo, data dalla somma 
delle forze elastica e smorzante ridotte a centro ruota. 
In formule: 
Fi  =FELi  + FSMi . 
Il sistema è regolato da tre gruppi di equazioni. 
Equazioni di equilibrio: legano le accelerazioni alle forze e coppie applicate. 
Equazioni di congruenza: esprimono un legame puramente geometrico fra le coordinate. 
Equazioni costitutive: modellano il comportamento di molle e ammortizzatori. 
Viene di seguito formalizzata la scrittura delle equazioni di cui sopra. Si è adottato un simbolismo 
diverso da quello usuale allo scopo di compattare la scrittura. 
 
Equazioni di equilibrio 
Attraverso queste equazioni si esprime l’equilibrio dinamico dei corpi rigidi costituenti il veicolo 
sottoposto alle azioni rappresentate in fig.3.5. 





T  =  F_1 + F_2 + V_ralla – M_T g ; 
J_T_ralla θ.. T  = F_2 a_3 – F_1 ( a_1 + a_2) + M_T g a_2 ; 
M_RZ
..
R  = F_3 + F_4 + F_5 – V_ralla – M_R g ; 
J_R_ralla θ.. R = F_3( p_1 + p_2 )+F_4(p_1 + p_2 + p_3)+F_5(p_1 + p_2 + p_3 + p_4)–M_Rg p_1; 
M_N_1 Z
..
1N  = - F_1 + N_1 – M_N_1 g ; 
M_N_2 Z
..
2N  = - F_2 + N_2 – M_N_2 g ; 
M_N_3 Z
..
3N  = - F_3 + N_3 – M_N_3 g ; 
M_N_4 Z
..
4N  = - F_4 + N_4 – M_N_4 g ; 
M_N_5 Z
..
5N   = - F_5+ N_5 – M_N_5 g. 
Si noti che nelle precedenti equazioni compaiono i contributi della forza peso in relazione al fatto 
che le sospensioni risultano precaricate e le caratteristiche elastiche degli assali  sono state costruite, 
come già precisato, in modo che, nella configurazione statica assunta dal veicolo, quando S_i = 0, la 
forza elastica a centro ruota risulta proprio pari all’aliquota del peso del veicolo che grava 
sull’assale. Se l’effetto del peso non venisse considerato, le masse non risulterebbero evidentemente 
equilibrate. 
     Nelle equazioni precedenti inoltre, la condizione di equilibrio alla rotazione delle masse sospese 
è stata scritta rispetto ad un asse trasversale passante per il centro della cerniera che schematizza la 
ralla, pertanto i momenti di inerzia J_T_ralla e J_R_ralla risultano valutati rispetto a tale punto. 
 
Equazioni di congruenza 
Queste equazioni esprimono il legame, puramente geometrico, tra i gradi di libertà del sistema e le 
distanze Z i . Valgono le relazioni seguenti. 
Z_1 = Z_T – a_1 tg θ T ; 
Z_2 = Z_T + ( a_2 + a_3 ) tg θ T ; 
Z_3 = Z_R + p_2 tgθ R ; 
Z_4 = Z_R + ( p_2 + p_3 ) tgθ R ; 
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Z_5 = Z_R + ( p_2 + p_3 + p_4 ) tgθ R ; 
Z_ralla = Z_T + a_2 tg θ T  = Z_R – p_1 tgθ R . 
L’ultima uguaglianza scritta evidenzia il fatto che la distanza, valutata dal piano stradale, del centro 
della cerniera che schematizza la ralla deve essere la stessa sia che il punto in questione venga 
considerato appartenente al trattore, sia che venga considerato appartenente al rimorchio. 
Da questa uguaglianza discende immediatamente che: 
Z_T = Z_R– p_1 tgθ R – a_2 tg θ T                                                                                                  (1).              
La precedente equazione consente evidentemente di legare tra loro i gradi di libertà Z_T e 
Z_R. 
     Sostituendo nelle equazioni di congruenza l’espressione di Z_T in funzione di Z_R data dalla (1) 
si ottengono le relazioni: 
Z_1 = Z_R – p_1 tgθ R –  ( a_1 + a_2 ) tg θ T ; 
Z_2 = Z_R – p_1 tgθ R + a_3 tg θ T , mentre i legami che esprimono le coordinate Z_3, Z_4, Z_5 
rimangono invariati. 
     Dal momento che gli angoli di beccheggio risultano di modesta entità, è lecito linearizzare le 
precedenti relazioni, cioè supporre che tg θ R≈ θ R  e tg θ T ≈θ T . Si ottengono in definitiva le 
seguenti equazioni di congruenza linearizzate. 
Z_1 = Z_R – p_1 θ R –  ( a_1 + a_2 ) θ T ; 
Z_2 = Z_R – p_1 θ R + a_3 θ T ; 
Z_3 = Z_R + p_2 θ R ; 
Z_4 = Z_R + ( p_2 + p_3 ) θ R ; 
Z_5 = Z_R + ( p_2 + p_3 + p_4 ) θ R . 
Equazioni costitutive 
Il legame costitutivo che esprime la forza verticale scambiata tra pneumatico e strada è dato dalla 
relazione: 




Si ), avendo indicato con il simbolo   




                                                 
4 Il raggio del pneumatico indeformato, cioè scarico da forze, è noto una volta che risultano noti il tipo di pneumatico e 
le dimensioni del cerchio. Il presente veicolo monta, sia sul trattore che sul rimorchio, pneumatici di tipo 385/65 R 22.5. 
Per questo tipo di allestimento il raggio indeformato risulta pari a 0.536 metri ( cfr. APPENDICE D ). 
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Gli altri legami costitutivi sono dati dalle espressioni delle forze elastiche e smorzanti relative agli 
assali. Questi legami, disponibili nella forma vista nel precedente capitolo, sono stati approssimati, 
mediante il software Matlab, come espressioni polinomiali nelle variabili  relativamente alla 
forza elastica e  relativamente alla forza smorzante. Così facendo si sono ottenute delle funzioni 
non lineari delle stesse variabili. Una volta note queste funzioni sono state costruite delle “look-up 
table” attraverso le quali è stato possibile implementare le caratteristiche elastiche e smorzanti delle 
sospensioni sul modello Simulink del veicolo. Come noto le “look-up table” altro non sono che 
tabelle nelle quali vengono raccolti generalmente dati provenienti da misure sperimentali che poi 
risulta possibile rappresentare in forma grafica. A titolo di esempio vengono riportate, nella fig.3.6, 
le rappresentazioni grafiche delle “look-up table” relative alle caratteristiche elastica e smorzante 
ottenute per le sospensioni del rimorchio nella condizione di pieno carico e con ammortizzatore 


























         Figura 3.6: rappresentazione grafica della “look-up table” relativa alle caratteristiche del rimorchio 
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In virtù dell’equazione di congruenza (1) è dunque possibile ridurre il numero dei gradi di libertà 
del sistema da nove a otto. Infatti la coordinata Z_T risulta esprimibile, proprio tramite la (1), in 
funzione della coordinata Z_R. 





R – p_1 θ.. R – a_2 θ.. T                                                                                                      (2); 
     Ricavando l’espressione di V_ralla dalla prima delle equazioni di equilibrio si ottiene: 
V_ralla  = M_TZ
..
T  + M_T g – F_1 – F_2 ; 
     Sostituendo la precedente espressione nella equazione che esprime l’equilibrio alla traslazione 
verticale del rimorchio si ottiene: 
M_RZ
..
R  = F_1 + F_2 + F_3 + F_4 + F_5 – M_TZ
..
T – M_T g – M_R g , da cui si ottiene: 
M_RZ
..
R  + M_TZ
..
T  = F_1 + F_2 + F_3 + F_4 + F_5  – g ( M_T + M_R ). 
     Infine, sostituendo nella precedente equazione l’espressione data dalla (2) al posto di Z
..




R (M_T+M_R) = M_T (p_1 θ.. R + a_2 θ.. T ) + F_1 + F_2 + F_3 + F_4 + F_5 – g(M_T + M_R ).  
La precedente equazione non è in forma normale, come invece necessita di essere scritta per essere 
manipolata in ambiente Simulink. 
     Il sistema ottenuto risulta dalle seguenti otto equazioni differenziali non lineari. 
Z
..
R (M_T+M_R) = M_T (p_1 θ.. R + a_2 θ.. T ) + F_1 + F_2 + F_3 + F_4 + F_5 – g(M_T + M_R) ; 
J_T_ralla θ.. T  = F_2 a_3 – F_1 ( a_1 + a_2) + M_T g a_2 ; 




1N   = - F_1 + N_1 – M_N_1 g ; 
M_N_2 Z
..
2N  = - F_2 + N_2 – M_N_2 g ;  
M_N_3 Z
..
3N = - F_3 + N_3 – M_N_3 g ; 
M_N_4 Z
..
4N  = - F_4 + N_4 – M_N_4 g ; 
M_N_5 Z
..
5N  = - F_5+ N_5 – M_N_5 g. 
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Le incognite sono costituite dagli otto gradi di libertà Z R , θ R , θ T ,Z N1 ,Z N 2 ,Z N 3 ,Z N 4 ,Z N 5 . 
Le equazioni risultano non lineari in quanto le forze Fi  che vi compaiono sono non lineari nei 
gradi di libertà. 




 = b                                                                                                                                     (3) , 
dove: 
 
































































M_N_5  è la matrice 

















  è il vettore delle accelerazioni incognite , avente dimensioni 8 x 1. 
 
b =       
F_1 F_2 F_3 F_4 F_5 g M_T M_R( )
F_3 p_1 p_2( ) F_4 p_1 p_2 p_3( ) F_5 p_1 p_2 p_3 p_4( ) M_Rgp_1





F_5 N_5 M_N_5g   è il vettore 
dei termini noti, avente dimensioni 8 x 1. 
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Il sistema (3) è un sistema lineare di equazioni differenziali avente come incognita il vettore delle 




 = A 1− b ; 
 
     Esplicitando la soluzione si perviene al seguente sistema di otto equazioni differenziali 
(equazioni del moto), non lineari, in forma normale, nelle otto variabili di stato Z R , θ R , 
θ T ,Z N1 ,Z N 2 ,Z N 3 ,Z N 4 ,Z N 5 . 
Equazioni del moto: 
Z
..
R = {J_R_ralla M_T a_2 [-(a_1+a_2) F_1+ a_3 F_2] + J_T_ralla M_T p_1[(p_1+p_2) F_3 + (p_1+p_2+p_3) F_4 + 
( p_1+p_2+p_3+p_4) F_5] + J_ R_ralla J_T_ralla [F_1+F_2+F_3+F_4+F_5-g (M_T+M_R)] + J_R_ralla M_T g 
a_2 - J_T_ralla M_T M_R g p_1 } [ J_T_ralla J_R_ralla (M_T+M_R) ] ; 
2
2 2 /
θ.. R = (1 / J_R_ralla )[ F_3 ( p_1 + p_2 ) + F_4 ( p_1+p_2+p_3 ) + F_5 (p_1+p_2+p_3 + p_4 ) – g M_R p_1 ] ; 
θ.. T = (1 / J_T_ralla) [ F_2 a_3 – F_1 ( a_1 + a_2 ) + g  M_T a_2 ] ; 
Z
..
1N = (1 / M_N_1){ - F_1 – k_1 [ ( Z_N_1 – Z_S_1 ) – R_pn ] – c_1 [ 
.
Z 1N  - 
.
Z 1S ] – M_N_1 g } ; 
Z
..
2N = (1 / M_N_2){ - F_2 – k_2 [ ( Z_N_2 – Z_S_2 ) – R_pn ] – c_2 [ 
.
Z 2N  - 
.
Z 2S ] – M_N_2 g } ; 
Z
..
3N  = (1 / M_N_3){ - F_3 – k_3 [ ( Z_N_3 – Z_S_3 ) – R_pn ] – c_3 [ 
.
Z 3N  - 
.
Z 3S ] – M_N_3 g } ; 
Z
..
4N  = (1 / M_N_4){ - F_4 – k_4 [ ( Z_N_4 – Z_S_4 ) – R_pn ] – c_4 [ 
.
Z 4N  - 
.
Z 4S ] – M_N_4 g } ; 
Z
..
5N  = (1 / M_N_5){ - F_5 – k_5 [ ( Z_N_5 – Z_S_5 ) – R_pn ] – c_5 [ 
.
Z 5N  - 
.
Z 5S ] – M_N_5 g }. 
     Si noti come nelle espressioni delle Fi  compaiano le relazioni che legano le Z i  e Z
.
i  alle 
variabili di stato, attraverso le espressioni polinomiali attraverso le quali le Fi  sono state 
approssimate. 
     Il modello Simulink è stato organizzato in sottosistemi (subsystem) allo scopo di renderne più 
chiara la comprensione. 
La fig.3.8 ne mostra una vista. 
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                                              Figura 3.8: modello Simulink di veicolo ad 8 gradi di libertà 
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Nella precedente figura ciascun blocchetto rappresenta un sottosistema. In particolare, gli otto 
blocchetti in colore rosa implementano ciascuno una equazione del moto del sistema; i cinque in 
colore azzurro implementano i legami costitutivi, mentre all’interno del blocchetto in colore giallo 
vengono implementate le equazioni di congruenza. I vari sottosistemi risultano tra loro collegati 
attraverso i fili di interconnessione, come tipico per gli schemi Simulink. 
     E’ possibile avere un controllo pressoché totale su tutti i parametri di interesse attraverso 
l’inserimento nello schema di oscilloscopi (scope) che mostrano, al termine di ogni simulazione, 
tutti i parametri che interessa conoscere. 
     Si noti la presenza di generatori di funzioni sinusoidali in ingresso ai blocchi che implementano i 
legami costitutivi. Questi segnali simulano la presenza della strada e quindi costituiscono le forzanti 
del sistema.  
3.2.1 Profili stradali 
 
Come accennato, il sistema considerato risulta evidentemente forzato dalla presenza delle asperità 
stradali. Queste sono generalmente rilevate mediante appositi strumenti, detti profilometri. Come è 
facile intuire, la distribuzione delle asperità risulta del tutto casuale e questo rende problematica una 
rappresentazione analitica del segnale rilevato sperimentalmente, soprattutto laddove la 
distribuzione non risulti periodica, come quasi sempre accade rilevando un profilo stradale. 
     Al fine di rendere l’analisi più semplice possibile, si ipotizza di far muovere il veicolo su una 
superficie stradale che presenta un andamento spaziale di tipo sinusoidale. Questa posizione risulta 
giustificata dalla circostanza che qualsiasi profilo stradale può comunque essere considerato dalla 
unione di tanti intervalli, anche di modeste dimensioni, in modo che su ciascuno di questi intervalli 
il profilo sia di tipo periodico. Si assume quindi di analizzare il comportamento del veicolo nel 
piano verticale su uno di questi intervalli. In generale questi intervalli avranno un contenuto in 
frequenza variabile. Si fa allora l’ipotesi che il veicolo venga fatto avanzare su profili sinusoidali 
aventi ampiezza prestabilita e frequenza variabile in un campo di valori di interesse. Si ritiene che 
un tale tipo di analisi sia idonea a fornire indicazioni sul comportamento degli elementi smorzanti. 
     Solitamente si indica con g ( ) il profilo spaziale seguito dal veicolo, mentre con h (t )  si 
indica generalmente la legge temporale con la quale il profilo spaziale viene percorso. 
x
     E’ evidente che  si può risalire dal profilo spaziale alla legge temporale semplicemente 
conoscendo la velocità alla quale il veicolo avanza. Vale infatti la legge secondo cui = , 
avendo supposto la velocità di avanzamento costante in modulo. 
x u t
Nel caso ora ipotizzato il profilo spaziale risulta una funzione del tipo: 
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g ( ) = sin (x G π2 / LS ) , avendo indicato con  la lunghezza del tratto di profilo 




π2 / LS )  rappresenta evidentemente il periodo spaziale del profilo. 
     La legge temporale con la quale il veicolo segue il profilo spaziale sarà: 
h (t )  = G sin ( π2 / LS )u t  = G sin ( π2 f t t ), avendo indicato con il simbolo f t  
la frequenza temporale.  
Con i simboli adottati per il modello di veicolo, in accordo con quanto detto, risulta: 




In questo capitolo è stato definito il modello di veicolo per lo studio delle oscillazioni nel piano 
verticale. 
     Dopo aver messo in evidenza le ipotesi effettuate è stato descritto il modo in cui rimorchio e 
trattore sono collegati e quindi la modalità con la quale il collegamento è stato schematizzato 
nell’implementazione del modello. 
     Sono stati sommariamente descritti i passi seguiti per l’approssimazione numerica delle 
caratteristiche elastiche e smorzanti mediante “look-up table”, e sono state presentate le equazioni 
che reggono il sistema, unitamente ai passaggi necessari per la scrittura adatta ad essere manipolata 
per via numerica. 





4.1 Parametri di valutazione 
 
Il presente studio è stato rivolto all’analisi delle oscillazioni compiute dal veicolo nel piano 
verticale. 
     Si è detto della necessità di disporre di un modello a parametri concentrati che fosse in grado di 
fornire informazioni riguardo al comportamento degli elementi smorzanti installati. E’ pertanto 
necessario stabilire in funzione di quali parametri viene valutato tale comportamento. 
     Solitamente studi di questo genere sono finalizzati alla valutazione del grado di stabilità e di 
comfort. 
     La stabilità di un veicolo, non soltanto limitatamente al moto nel piano verticale, sembra essere 
maggiormente influenzata dall’ampiezza della forza verticale scambiata tra pneumatici e superficie 
stradale. Questa forza risulta essere costituita, evidentemente, dal contributo del peso presente su un 
certo assale (oltre ad eventuali carichi aerodinamici), al quale si sovrappone una fluttuazione, 
variabile nel tempo, dovuta alla presenza delle asperità stradali. 
     Se si vuole che il veicolo abbia una buona stabilità è necessario ridurre quanto più possibile 
l’entità delle fluttuazioni anzidette. Se queste risultano elevate è possibile infatti che le ruote non 
riescano sempre e  comunque a trasmettere correttamente a terra le forze necessarie per la trazione . 
Ciò comporta evidentemente una serie di conseguenze negative, tra le quali, nei casi peggiori, 
perdita del contatto tra pneumatico e strada, e non ultimo il danneggiamento del manto stradale. 
Il parametro che si assume significativo riguardo al grado di stabilità del veicolo risulta 
pertanto l’ampiezza della fluttuazione della forza verticale scambiata tra pneumatico e strada 
attorno al suo valore medio1. 
     Chiameremo ANi  l’indice del grado di stabilità, dove i pedici “N” ed “i” sono riferiti 
rispettivamente alla forza normale e al punto in cui il parametro viene stimato. 
     Il grado di  comfort del veicolo risulta invece sensibile all’accelerazione verticale, che si 
ripercuote, in modalità molto complesse, sull’organismo umano che viene sollecitato in modi e con 
risultati diversi in relazione ad una serie numerosa di fattori. 
     Elevate accelerazioni verticali possono inoltre portare ad elevati carichi di inerzia sugli assali, 
che influiscono negativamente sulla resistenza a fatica degli organi meccanici della sospensione. 
                                                 
1  Si noti che il valore medio della forza verticale scambiata tra pneumatico e strada differisce, per i due tipi di 
ammortizzatori, per quantità trascurabili (cfr. APPENDICE  H). 
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Il parametro che si assume significativo riguardo al grado di comfort del veicolo risulta 
pertanto l’ampiezza della fluttuazione dell’accelerazione verticale attorno al suo valore medio. 
     Chiameremo AAi  l’indice del grado di comfort, dove i pedici “A” ed “i” sono riferiti 
rispettivamente all’accelerazione e al punto in cui il parametro viene stimato. 
Restano da stabilire i punti in corrispondenza dei quali andare a valutare i parametri visti. 
     Si sono considerati due punti ritenuti significativi. 
Il primo è individuato dal centro della cerniera che schematizza la ralla di collegamento tra 
rimorchio e trattore. Si tratta evidentemente di una zona del veicolo, posta a cavallo di trattore e 
rimorchio e per questo motivo abbastanza significativa, in corrispondenza della quale può essere 
riassunto un comportamento “medio” del veicolo relativamente al  grado di comfort, soprattutto nel 
caso, molto frequente, in cui si abbia limitato beccheggio delle masse sospese.  
L’altro punto sul quale sono stati prelevati i risultati delle simulazioni effettuate è individuato dal 
punto della massa sospesa posto in corrispondenza dell’assale di mezzo del rimorchio. 
Accelerazioni verticali contenute in questo punto sono benefiche dal punto di vista della resistenza a 
fatica degli elementi meccanici che costituiscono le sospensioni del rimorchio.  
     Non si sono considerati gli assali del trattore in quanto su di esso non vengono montati, al 
momento attuale, ammortizzatori autoregolabili e quindi non esiste la possibilità di poter effettuare 
un confronto diretto. 
     Per quanto concerne la stabilità del veicolo si è concentrata l’attenzione sulla forza verticale che 
pneumatico e strada si scambiano in prossimità dell’assale di mezzo del rimorchio, sul quale si 
pensa si abbiano effetti “medi” tra quelli presenti sui tre assali. 
     I due parametri ANi  e AAi  vengono valutati in funzione della frequenza di eccitazione. 
Il campo delle frequenze considerato va da 0.5  a  5 Hz . Infatti, le eccitazioni a bassissima 
frequenza, al di sotto di 0.25 Hz, provengono dalle naturali variazioni di pendenza della strada, che 
vengono in sostanza “copiate fedelmente” dal veicolo senza essere filtrate. Anche le frequenze 
superiori a circa 20 Hz non sono significative per quanto concerne la dinamica del veicolo, poiché 
assimilabili  più al rumore che a vibrazioni meccaniche vere e proprie. 
     Si è assunto come limite massimo il valore di 5 Hz in quanto è stato osservato statisticamente 
che la maggior parte dei profili stradali presenta il massimo contenuto in frequenza proprio 
all’interno di questo intervallo.  
     Più precisamente si sono considerati sei valori di frequenza, determinati dopo aver stabilito il 
valore della velocità di avanzamento del veicolo e la lunghezza del periodo spaziale della strada. 
Dividendo la lunghezza  del profilo spaziale in metri per la velocità di avanzamento u  in m/s LS
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si ottiene evidentemente il periodo temporale in secondi, ossia l’inverso della frequenza cercata, 
espressa dunque in Hz. 
     Si noti ad esempio che imporre una eccitazione alla frequenza di 2 Hz equivale a supporre che il 
veicolo stia percorrendo un profilo spaziale sinusoidale, avente ampiezza prestabilita e periodo 
spaziale di 10 metri,  ad una velocità di circa 80  Km/h. 
4.2 Presentazione dei risultati 
 
Viene di seguito effettuato il confronto tra i due tipi di ammortizzatori considerati, quello 
tradizionale a taratura fissa e quello autoregolabile, nelle tre differenti condizioni di carico 
ipotizzate, ossia rimorchio scarico, rimorchio a metà carico e rimorchio a pieno carico. 
     I risultati delle simulazioni effettuate sono stati riportati su fogli di calcolo Excel e rappresentati 
graficamente , come mostrato nelle figure seguenti. 
     Iniziamo dal considerare il parametro AA4  , che rappresenta l’ampiezza dell’accelerazione 
verticale della massa sospesa in corrispondenza dell’assale di mezzo del rimorchio, in funzione 
della frequenza di eccitazione. 




    
) 
   
    ( m/s2 ( m/s2)                               Figura 4.1: andamento del parametro AA4  con rimorchio SCARIC
AA4AA4
                          
                       Freq.ecc.ne (Hz) RIMORCHIO SCARICOO 
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 Freq.ecc.ne (Hz) 
RIMORCHIO A META’ CARICO 
                      Figura 4.2: andamento del parametro AA4  con rimorchio  a META’ CARICO 
      
      
 r
’amAA4  ( m/s2) RIMORCHIO A PIENO CARICO 
 ( m/s2)                   Figura 4.3: andamento del parametro AA4  con rimorchio  a  PIENO CARICO                          
AA4
Freq.ecc.ne (Hz) 
      
isultati ottenuti confermano quanto era lecito aspettarsi. Infatti a rimorchio scarico 
mortizzatore autoregolabile si rivela vantaggioso rispetto al tradizionale dal punto di vista del 
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comfort in tutto il campo di frequenze considerato, con variazioni percentuale che arrivano al 48 % 
circa per valori di frequenza nell’intorno di 2 Hz. 
     Il guadagno massimo ottenibile con l’autoregolabile si riduce al 25 % circa e fino a frequenze 
dell’ordine di 2 Hz nel caso di rimorchio a metà carico; per valori maggiori di frequenza il 
comportamento dell’autoregolabile e del tradizionale tendono a divenire simili. 
     Nel caso di  rimorchio a pieno carico i due tipi di ammortizzatore manifestano sostanzialmente 
lo stesso comportamento, a meno di un lieve guadagno che si ha con l’autoregolabile alle frequenze 
intorno ad 1.5 Hz. 
     Questi risultati indicano in sostanza che impiegando ammortizzatori autoregolabili si ha un 
grado di comfort maggiore nell’intervallo di frequenze di interesse soprattutto quando si viaggia a 
rimorchio scarico. Questa è proprio la “filosofia” seguita allorché si è pensato di costruire un tale 
tipo di ammortizzatore, che manifesti una capacità smorzante minore, rispetto al tradizionale, 
proprio quando il rimorchio risulta meno caricato e risulti invece mediamente paragonabile al 
tradizionale quando il veicolo viaggia a pieno carico. 
     E’ stato effettuato anche il confronto riguardo al comportamento del singolo ammortizzatore 





  mAA4  ( /s2) igura 4.4: andamento del parametro AA4  per l’ammortizzatore tradizionale nelle tre condizion
                  
Freq.ecc.ne (Hz) i di carico 
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 AMMORTIZZATORE AUTOREGOLABILE 
 Fig




















 AA4  ( m/s2) ura 4.5: andamento del parametro AA4  per l’ammortizzatore autoregolabile nelle tre cond
            
l’analisi delle fig.4.4 e 4.5 si nota come l’ammortizzatore tradizionale sia molt
etto all’autoregolabile, alle variazioni di carico del veicolo, soprattutto ne
uenze che vanno da 2 a 5  Hz circa. Per un assegnato valore della frequenza infa
lori di accelerazione ottenuti, tra due condizioni di carico contigue, risulta m
’autoregolabile.Il divario massimo, ottenuto per frequenze nell’intorno di 3.5 H
rno al 70 % circa. 
uesti risultati indicano un comportamento più dolce e uniforme del rimorchio n
 configurazione di carico all’altra, per quanto riguarda le accelerazioni subite 
o siano impiegati elementi autoregolabili.  Freq.ecc.ne (Hz) 
izioni di carico 
o più sensibile, 
l campo delle 
tti, il divario tra 
inore nel caso 
z, si quantifica 
el passaggio da 
dal pianale, nel 
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Passiamo a considerare i risultati ottenuti in corrispondenza della ralla di collegamento tra 
rimorchio e trattore. Questi sono mostrati nelle fig.4.6, 4.7 e 4.8, in riferimento alle tre condizioni di 
carico ipotizzate. 
AAralla  (m/s2) 
 
                               Figura 4.6: and
                                  
AAralla  (m/s2) 
                     Figura 4.7: andamen
 
 RIMORCHIO SCARICO Freq.ecc.ne (Hz) 
amento del parametro AAralla  con rimorchio SCARICO 
 RIMORCHIO A META’ CARICOFreq.ecc.ne (Hz) 
to del parametro AAralla  con rimorchio a META’ CARICO 
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                     Figura 4.8: andamento del parametro AAralla  con rimorchio a PIENO CARICO 
RIMORCHIO A PIENO CARICO 
Freq.ecc.ne (Hz) 
AAralla  (m/s2) 
 
Riguardo al comportamento dei due tipi di ammortizzatori anche in corrispondenza della ralla si 
ritrovano gli stessi risultati visti riguardo all’assale del rimorchio. Il vantaggio massimo che si 
ottiene con l’impiego dell’autoregolabile nei confronti del tradizionale risulta pari al 70 % in 
condizioni di veicolo scarico e viene raggiunto per valori di frequenza nell’intorno di 5 Hz. Questo 
fatto, unitamente a quanto visto anche in corrispondenza dell’assale di mezzo del rimorchio, risulta 
benefico in quanto rende il veicolo più confortevole in corrispondenza di velocità di avanzamento 
più elevate, raggiungibili con più facilità proprio quando il rimorchio viaggia con poco carico a 
bordo. Il vantaggio massimo poi diminuisce al 28 % a metà carico e infine al 22 % a pieno carico; 
in questi ultimi due casi i massimi vantaggi vengono ottenuti per valori di frequenza più bassi, 
intorno ad 1 Hz e comunque anche in corrispondenza della ralla i due tipi di ammortizzatori 
tendono a manifestare comportamenti simili man mano che il carico sul rimorchio aumenta. 
Il confronto sul singolo ammortizzatore nelle condizioni di carico esaminate è mostrato nelle fig.4.9 
e 4.10. 
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 Freq.ecc.ne (Hz) 
AAralla  (m/s2) AMMORTIZZATORE TRADIZIONALE 
        
   Figura 4.9: andamento del parametro AAralla   per l’ammortizzatore tradizionale nelle tre condizioni di  
                   carico 
 
 
















AAralla  (m/s2) 
 Figura 4.10: andamento del parametro AAralla   per l’ammortizzatore autoregolabile nelle tre condizioni di 
                   carico 
Anche in questo caso valgono le stesse considerazioni fatte riguardo all’assale centrale del 
rimorchio.  
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Passiamo ora a considerare il parametro AN 4  , indice della stabilità del veicolo. 
Le fig.4.11 , 4.12 e 4.13 presentano i risultati ottenuti. 
                       Figura 4.11: andamento del parametro AN 4  con rimorchio a SCARICO 
Freq.ecc.ne (Hz) 
AN 4 ( N ) 
RIMORCHIO SCARICO 
               
                   
Freq.ecc.ne (Hz) 
AN 4 ( N ) 
RIMORCHIO A META’ CARICO 






- Capitolo 4 - 
AN 4 ( N ) 
( N ) AN 4
Freq.ecc.ne (Hz) 
RIMORCHIO A PIENO CARICO 
 
 
                       Figura 4.13: andamento del parametro AN 4  con rimorchio a  PIENO CARICO 
                          
 
La fig.4.11 evidenzia che l’ammortizzatore autoregolabile presenta indubbi vantaggi a rimorchio 
scarico sostanzialmente in tutto il campo di frequenze esaminato e tale vantaggio raggiunge il suo 
massimo per frequenze nell’intorno di 2 Hz. Per tali valori di frequenza l’ampiezza della  forza 
verticale attorno al valor medio sulla singola ruota dell’assale è pari a 900 Kg nel caso 
dell’autoregolabile e di 2050 Kg nel caso del tradizionale, con una vantaggio percentuale che sfiora 
il 130 %. 
A metà carico e a pieno carico i due ammortizzatori tendono invece a manifestare lo stesso 
comportamento, con una lieve perdita dell’autoregolabile.  
Il confronto effettuato sul singolo ammortizzatore è mostrato nelle fig.4.14 e 4.15. 
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Figura 4.14: andamento del parametro AN 4  per l’ammortizzatore tradizionale nelle tre condizioni di carico 
 
Freq.ecc.ne (Hz) 
AN 4 ( N ) 
AMMORTIZZATORE TRADIZIONALE 
                
 AMMORTIZZATORE AUTOREGOLABILE 
 
AN 4 ( N ) 
 Freq.ecc.ne (Hz) 
Figura 4.15: andamento del parametro AN 4  per l’ammortizzatore autoregolabile nelle tre condizioni di carico 
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Le fig.4.14 e 4.15 non evidenziano differenze sostanziali tra i due tipi di ammortizzatori nelle 
diverse condizioni di carico del rimorchio. 
     E’ stato infine effettuato un confronto tra i risultati forniti dal presente modello, relativamente ad 
una certa condizione di carico e con uno dei tipi di ammortizzatore a disposizione, e i risultati 
ottenuti da un modello semplificato costituito da una monosospensione del rimorchio caricata del 
carico statico presente sull’assale considerato nel modello di veicolo reale. 
     In altre parole si è ipotizzato di isolare l’assale di mezzo del rimorchio e di considerarlo alla 
stregua di un sistema a due gradi di libertà2 in cui la massa sospesa venga caricata del peso che, nel 
modello reale, grava sull’assale. Questo confronto viene giustificato dalla circostanza che, molto 
spesso, soprattutto per avere informazioni di massima sul comportamento degli elementi smorzanti, 
si procede ad analisi semplificate proprio mediante modelli a monosospensione che evidentemente 
non tengono conto dell’interazione delle due masse sospese che costituiscono un veicolo come 
quello in esame, nonché del loro beccheggio. 
     La condizione di carico considerata è quella di rimorchio a pieno carico e con ammortizzatore 
autoregolabile. 
La fig.4.16 mostra i risultati ottenuti. 
 
Freq.ecc.ne (Hz) 
RIMORCHIO A PIENO CARICO ( AMMORTIZZATORE AUTOREGOLABILE ) 
AA4  ( m/s2) 
Figura 4.16: andamento del parametro AA4  nel caso di monosospensione e modello reale, a pieno carico e con  
                      amm.re autoregolabile 
                                                 
2 Si rammenta che in un modello di monosospensione i due gradi di libertà sono costituiti dagli spostamenti verticali 
dell’unica massa sospesa e non sospesa presenti, ovvero dell’assale e del peso che grava sull’elemento elastico della 
sospensione considerata. 
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L’analisi effettuata mostra una certa discordanza nei risultati ottenuti mediante i due modelli, come 
del resto era lecito aspettarsi. Il divario risulta comunque relativamente contenuto, restando 
mediamente intorno al 25 % e raggiungendo un valore massimo del 47 %. 
     I risultati forniti dalle due analisi risultano pertanto non eccessivamente dissimili anche in 
relazione al modesto beccheggio manifestato dalle due masse sospese, trattore e rimorchio, e anche 
perché le azioni forzanti dei due sistemi risultano, per un assegnato valore della frequenza, molto 
simili in ampiezza.  
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CONCLUSIONI E SVILUPPI FUTURI 
 
 
Scopo del  presente lavoro era analizzare, in modo sufficientemente approssimato, il 
comportamento degli elementi smorzanti montati su un veicolo pesante.  
     L’obiettivo è stato perseguito soprattutto dando particolare rilevanza alla caratterizzazione 
geometrica e cinematica del sottosistema sospensivo del veicolo, all’interno del quale gli 
ammortizzatori giocano un ruolo fondamentale, al fine di introdurre nel modello le reali 
caratteristiche elastiche e smorzanti. 
     E’ stato sviluppato un modello a parametri concentrati ad otto gradi di libertà attraverso il quale 
è stato possibile analizzare il veicolo limitatamente al moto nel piano verticale. 
     I risultati ottenuti sono stati soddisfacenti e hanno evidenziato i vantaggi riscontrabili mediante 
l’impiego di ammortizzatori autoregolabili relativamente al grado di comfort e di stabilità del 
veicolo sul quale sono stati installati. 
     In particolare, tali vantaggi si concretizzano, nel campo delle frequenze di eccitazione di 
maggior interesse per la dinamica del veicolo, e per quello che riguarda il comfort, in tutte le 
condizioni di carico ipotizzate. 
     In tal senso impiegando ammortizzatori autoregolabili il veicolo risulta nel complesso soggetto 
ad accelerazioni verticali più contenute, con vantaggi che raggiungono valori massimi quantificabili 
attorno al 70 % in condizioni di rimorchio scarico. 
     I risultati delle simulazioni effettuate hanno inoltre evidenziato vantaggi molto significativi 
anche per quanto concerne la stabilità nel piano verticale, limitatamente alla condizione di 
rimorchio scarico. 
     Il confronto tra i risultati ottenuti dal presente studio e quelli ottenibili mediante un modello 
semplificato di monosopensione ha, da una parte, confermato la necessità di disporre di un modello 
di analisi sufficientemente accurato come quello sviluppato, dall’altra ha permesso di validare, in 
modo approssimato ma comunque significativo, i risultati ottenuti . Ciò è confermato dall’entità 
degli scostamenti nei risultati forniti dalle due analisi effettuate, non eccessivamente accentuati, ma 
allo stesso tempo non trascurabili. Era questo un risultato prevedibile in relazione al modesto 
beccheggio manifestato dalle masse sospese. 
     In futuro potrebbero essere previste prove sperimentali, che al momento attuale non è stato 
possibile effettuare, allo scopo di verificare la coerenza dei risultati ottenuti con i rilevamenti 
effettuati ad esempio mediante accelerometri installati sul veicolo. 
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Alla luce di quanto ottenuto si ritiene che lo studio abbia altresì fornito utili indicazioni riguardo 
alla direzione verso la quale indirizzare ulteriori sviluppi del prodotto “ammortizzatore 
autoregolabile” in relazione al suo impiego su veicoli del tipo di quello considerato. 
     Essendo il modello sviluppato di tipo parametrico, si ha il vantaggio non trascurabile di poter 
farne uso per tutti i veicoli appartenenti alla categoria di quello considerato che presentino 
caratteristiche elastiche e smorzanti diverse tra loro, semplicemente introducendo nel modello i 
rispettivi legami costitutivi. 
     Il presente lavoro potrebbe inoltre costituire il punto di partenza per studi futuri che mettano in 
conto altri parametri oltre a quelli ora considerati. Potrebbero in  tal senso essere previsti altri studi 
di simulazione nei quali venga concentrata l’attenzione sul comportamento dinamico nel piano 
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